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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Íà ïåðâîíà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òðèâèàëüíûõ ðàñ÷åòîâ, áûëî äîâîëüíî
ðåäêèì ÿâëåíèåì. Ïðåäëàãàåìûå â òî âðåìÿ ýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû èõ
èññëåäîâàíèÿ âûðàæàëèñü, êàê ïðàâèëî, â ñëîâåñíîé èëè òàáëè÷íîé ôîðìå. Îäíàêî
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âûÿñíèëîñü, ÷òî ìíîãèå èäåè ýêîíîìèñòîâ òåõ ëåò äîïóñêàþò
ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìàëèçàöèþ. Áîëåå òîãî, ýòî îêàçàëîñü ñîâåðøåííî íå
ñëó÷àéíî. Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè ïðèñóùèå åé âíóòðåííå ìàòåìàòè-
÷åñêèå ÷åðòû ïîñòåïåííî ïðîÿâëÿëèñü âñå ñèëüíåå. Â èòîãå ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî
íåêîòîðûå ýêîíîìèñòû è ìàòåìàòèêè ñòàëè ïðåäëàãàòü äàæå ïîëíóþ ìàòåìàòèçàöèþ
ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè, ïðîâîäÿ àíàëîãèè ñ ôèçèêîé è ìåõàíèêîé.

Ïåðâàÿ ñèñòåìàòè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îáùåãî ýêî-
íîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ áûëà âûäâèíóòà Ëåîíîì Âàëüðàñîì â 70�õ ãîäàõ XIX âåêà.
Îí ïåðåâåë íà ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê, óñîâåðøåíñòâîâàë, óòî÷íèë è âêëþ÷èë â íåå
ìíîãîå èç òîãî, ÷òî ñîçäàëè ðàíåå êëàññèêè ñîâðåìåííîé ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè Àäàì
Ñìèò, Äàâèä Ðèêàðäî, Òîìàñ Ðîáåðò Ìàëüòóñ, Äæîí Ñòþàðò Ìèëëü. Îòìåòèì, ÷òî
ïðè ýòîì Âàëüðàñ èñïîëüçîâàë ðÿä âàæíûõ ïîíÿòèé, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ôóíêöèè
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå óæå áûëè ââåäåíû è èçëîæåíû â ìàòåìàòè÷åñêîé
ôîðìå ýêîíîìèñòàìè Î.Êóðíî, Ä.Áåðíóëëè, Å.Äæ.Äþïþè è äðóãèìè. Âñêîðå Âèëü-
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ôðåäî Ïàðåòî è åãî ïîñëåäîâàòåëè óñîâåðøåíñòâîâàëè è ðàñøèðèëè âàëüðàñîâñêóþ
ìîäåëü, è íà ñåé äåíü òåîðèÿ îáùåãî ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ýêîíîìè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ.

Ýòà òåîðèÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè â ýêîíî-
ìèêå ñóùåñòâóåò íå îäíîñòîðîííÿÿ ïðè÷èííî� ñëåäñòâåííàÿ ñâÿçü, à ìíîãîñòîðîííÿÿ
âçàèìîçàâèñèìîñòü, êîòîðóþ ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü íåêîòîðîé ñèñòåìîé
ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè. Áîëüøîé çàñëóãîé Âàëüðàñà ÿâëÿåòñÿ íå
òîëüêî îáùåïðèçíàííàÿ íûíå èäåÿ î âîçìîæíîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî îïèñàíèÿ ýêî-
íîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé ñèñòåìàìè óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ è âêëþ÷åíèé, íî è ñàì ïðèìåð
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ýêîíîìèêå. Âàëüðàñ íå äàë íè óäîâëåòâîðèòåëüíîãî äîêà-
çàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé â ïðåäëîæåííûõ ìîäåëÿõ, íè èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáîñíîâàíèÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî, êàê íè ñòðàííî, çàêëþ÷àëàñü â íåäîñòàòî÷íîì ðàçâèòèè
â êîíöå XIX âåêà íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Ëèøü â ñåðåäèíå XX âåêà ñòàëî
âîçìîæíî îáîñíîâàòü ìîäåëü Âàëüðàñà è èññëåäîâàòü åå âàæíûå ñâîéñòâà. Ýòîò ôàêò
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ÿðêèõ ïðèìåðîâ äîñòèæåíèé ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè, îáóñëîâëåí-
íûõ ïðîãðåññîì ìàòåìàòèêè. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ýòèõ äîñòèæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðè-
ìåíåíèå ýôôåêòèâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, ÷òî ÿâíî îòëè÷àåòñÿ îò
ïðîñòûõ ìåõàíèñòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, ñâîéñòâåííûõ ïåðâîíà÷àëüíîìó èñïîëüçîâà-
íèþ ìàòåìàòèêè â ýêîíîìèêå. Ýòè äîñòèæåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè
ðîäèëîñü íîâîå íàïðàâëåíèå � ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà. Ïîñêîëüêó ìîäåëüþ Âàëüðàñà
ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ýêîíîìèêå äåëî íå îãðàíè÷è-
âàåòñÿ, òî ýòî íàïðàâëåíèå äîñòàòî÷íî îáøèðíîå. Ïîýòîìó òåðìèíó ½ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ýêîíîìèêà“ ìîæíî äàòü øèðîêîå îïðåäåëåíèå � ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è èõ òåîðåòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìåòîäàìè
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Â ìàòåìàòè÷åñêîì ïîäõîäå ê ýêîíîìè÷åñêîì ÿâëåíèÿì ìîæíî âûäåëèòü äâà íà-
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ïðàâëåíèÿ. Îäíî ñîñòàâëÿþò èññëåäîâàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ, íåñòîõàñòè÷åñêèõ
ñèñòåì. Äðóãîå � ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðèëîæåíèé ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè ê îöåíêå ýêîíîìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Êàê ðàç ïåðâîå íàïðàâëåíèå ÷àñòî è
íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêîé, ò.å. â áîëåå óçêîì, ÷åì ãîâîðèëîñü âûøå,
ñìûñëå. Âòîðîå íàïðàâëåíèå ïî òðàäèöèè íàçûâàþò ýêîíîìåòðèêîé. Ìàòåìàòèêè �
ýêîíîìèñòû ñ÷èòàþò, ÷òî ãëóáèííûå ìåõàíèçìû ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé èìåþò äå-
òåðìèíèðîâàííóþ ïðèðîäó, õîòÿ íå îáõîäèòñÿ è áåç ñëó÷àéíîñòåé, êîòîðûìè ÷àñòî
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðè ýòîì ìîæíî ñòðîèòü è èçó÷àòü òàêèå ìîäåëè, êîòîðûå äëÿ
íåïîñðåäñòâåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêè íåóäîáíû, ëèáî äëÿ íèõ ñòàòèñòèêà âî-
îáùå îòñóòñòâóåò. Äëÿ ýêîíîìèêî�ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè öåíòðàëüíûì ïðåäìåòîì
èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêîíîìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ âî âñåé èõ ïîëíîòå. Ñòàòèñòè-
÷åñêîé ïðîâåðêîé ýòèõ òåîðèé çàíèìàþòñÿ ýêîíîìåòðèñòû, èçó÷àþùèå ñîãëàñîâàíèå
êîëè÷åñòâåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ñ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè ýêîíîìè-
åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ìîäåëè, ðàññìàòðèâàåìûå â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå, ìîæíî óñëîâíî ðàçäå-
ëèòü íà òðè áîëüøèå ãðóïïû. Êðèòåðèåì òàêîãî äåëåíèÿ ñëóæèò ñòåïåíü àãðåãè-
ðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü àãðåãèðîâàíèÿ � êîãäà
ìîäåëü ýêîíîìèêè ñîäåðæèò âñåãî ëèøü íåñêîëüêî ïðåäåëüíî îáîáùåííûõ ïîêàçà-
òåëåé, íàïðèìåð, íàöèîíàëüíûé äîõîä, îáùèå çàòðàòû òðóäà è êàïèòàëà è ò.ä. Ìî-
äåëÿìè òàêîãî òèïà, êàê ïðàâèëî, çàíèìàþòñÿ ñïåöèàëèñòû ïî ìàêðîòåîðèè. Ìîäåëè
ñðåäíåãî óðîâíÿ àãðåãèðîâàíèÿ ñîäåðæàò îò íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ äî íåñêîëüêèõ òû-
ñÿ÷ óñðåäíåííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Ïîìèìî òåîðåòè÷åñêèõ öåëåé, ìîäåëè
òàêîãî òèïà ðåàëüíî èñïîëüçóþòñÿ â ýêîíîìèêå ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè, ïðèíÿòèè ðå-
øåíèé è îöåíêå ðåçóëüòàòîâ. Ïîëíîñòüþ äåçàãðåãèðîâàííûå ìîäåëè âàæíû â ïåðâóþ
î÷åðåäü ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êàê èññëåäîâàíèå è îáîñíîâàíèå ïåðâîïðè÷èí
ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè è îñíîâ ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. Ñ òî÷êè æå çðåíèÿ ìà-
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òåìàòèêè äåçàãðåãèðîâàííûå ìîäåëè âàëüðàñîâñêîãî òèïà ïðåäñòàâëÿþò, áûòü ìîæåò,
ñàìûé èíòåðåñíûé îáúåêò äëÿ èññëåäîâàíèé. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì âñþ óñëîâíîñòü
äåëåíèÿ ìîäåëåé íà óêàçàííûå âûøå ãðóïïû. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî ìîäåëåé,
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ àãðåãèðîâàíèÿ, à òàêæå ïåðåìåííûå,
èìåþùèå ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðèðîäó. Â îòäåëüíóþ ãðóïïó ìîæíî âûäåëèòü ÷àñòíûå
ìîäåëè, îïèñûâàþùèå êàêîé�íèáóäü ýêîíîìè÷åñêèé ïîêàçàòåëü è ò.ä.

Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî íîáåëåâñêèõ ïðåìèé ïî ýêîíîìèêå ïîëó÷èëè ëèáî ìàòåìàòèêè,
çàíèìàâøèåñÿ ïðèëîæåíèåì ñâîèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå, ëèáî ýêîíîìèñòû, ïðåäëî-
æèâøèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Êàçàëîñü áû, âîò îíà � ïóòåâîäíàÿ íèòü, óõâàòèâ-
øèñü çà êîòîðóþ, íóæíî èäòè ñåìèìèëüíûìè øàãàìè. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî íå âñåãäà
òàê. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè âñå îáñòîèò õîðîøî � òðóäíàÿ çàäà÷à, êðàñèâîå
ðåøåíèå, íî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íå èìåòü
íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ýêîíîìè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè. Ñëåïîå òåîðåòèçèðîâàíèå â
ïðèêëàäíûõ íàóêàõ ïî÷òè âñåãäà îáðå÷åíî íà íåóäà÷ó. Ïñèõîëîãèÿ, ýêîëîãèÿ, íàóêè î
çåìëå, ñîöèîëîãèÿ, äåìîãðàôèÿ, ïîëèòîëîãèÿ, èíæåíåðíûå è ðàçëè÷íûå ïðèêëàäíûå
äèñöèïëèíû, à òàêæå, êîíå÷íî, ìàòåìàòèêà � âîò ñîñòàâíûå ÷àñòè ôóíäàìåíòà, íà
êîòîðîì ñòðîèòñÿ çäàíèå ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè. Ïîïûòêè ïîñòðîèòü åãî íà îäíîì,
ïóñòü äàæå ôóíäàìåíòàëüíîì êàìíå, ìîãóò ïðèâåñòè ê íåóñòîé÷èâîñòè âñåé êîíñò-
ðóêöèè. Áåçóñëîâíî, ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì â ýêîíîìèêå, íî ïðè
ïðàêòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íóæíî âñåãäà ïîääåðæèâàòü ñâÿçü ñ âíåøíèì ìèðîì.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî êàê äëÿ ñòóäåíòîâ ìëàäøèõ êóðñîâ, èçó-
÷àþùèõ íà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ýêîíîìèêå â ðàìêàõ îáùåãî êóðñà
ìàòåìàòèêè, òàê è äëÿ ñòàðøåêóðñíèêîâ è ìàãèñòðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â
ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ðàáîòàþùèõ ñ ìàòåìà-
òè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Òàêàÿ ñòðóêòóðà ïîñîáèÿ ñäåëàíà ñïåöèàëüíî ïî ðÿäó ïðè÷èí.

Ïåðâàÿ. Êàê ïðàâèëî ÷àñû, âûäåëÿåìûå íà èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
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ðîâàíèÿ, ñòîëü íåçíà÷èòåëüíû, ÷òî ìíîãèå âîïðîñû, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùèå
ê ñòàíäàðòíûì, ïðîñòî íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Õîòÿ èõ âàæíîñòü ïðè èññëåäîâàíèè è
îïòèìèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíîìèêè î÷åâèäíà.

Âòîðàÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå ñòóäåíòà, îãðàíè÷åííîãî êóðñîì îáùåé ìà-
òåìàòèêè, òàêîâî, ÷òî åñëè âîçíèêàåò, ïî êàêèì � ëèáî ïðè÷èíàì, íåîáõîäèìîñòü
óãëóáèòü ñâîè ïîçíàíèÿ, òî åìó ïîä÷àñ íåïîíÿòíî êàê ýòî ñäåëàòü. Îáùåïðèíÿòûå
êóðñû âûñøåé ìàòåìàòèêè è ñîäåðæàò, êàê ïðàâèëî, èçëîæåíèå ñòàíäàðòíûõ âîïðîñîâ.
Ñóùåñòâóþùèå æå êíèãè ïî ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ íàïèñàíû ëèáî äëÿ ìàòåìàòèêîâ � ïðîôåññèîíàëîâ, ëèáî äëÿ ìàòå-
ìàòèêîâ � ñòóäåíòîâ, èìåþùèõ áîëåå ãëóáîêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîäãîòîâêó è ñïîñîá-
íîñòü â îðèåíòèðîâàòüñÿ â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå.

Îòñþäà âûòåêàåò è öåëü, êîòîðóþ ïðåñëåäîâàë àâòîð. Ïîêàçàòü, êàê ïðèìåíÿþòñÿ
ìåòîäû ìàòåìàòèêè ïðè èññëåäîâàíèè ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Çàìå÷ó,
÷òî íåêîòîðûå âàæíûå âîïðîñû, ðàññìîòðåííûå â ïîñîáèè, èíîãäà íåïðîñòî íàéòè
ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â ñèëó óêàçàííûõ âûøå ïðè÷èí, â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè èç ñòàíäàðòíûõ îáùåìàòåìàòè÷åñêèõ
êóðñîâ. Ýòî, ñ îäíîé ñòîðîíû, íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèçà �
âåêòîð, ìàòðèöà, ïðåäåë, ïðîèçâîäíàÿ, îïåðàöèè íàä íèìè è ò.ä., ñ äðóãîé � ðÿä
ñâîéñòâ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñîäåðæàíèå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ âïîëíå êîíêðåòíî îòðàæåíî â îãëàâëåíèè ê íåìó.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò òå êíèãè, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàëèñü
â ðàáîòå íàä ïîñîáèåì, à òàêæå êíèãè, ðàñøèðÿþùèå è óãëóáëÿþùèå ñîäåðæàíèå
âîïðîñîâ, ðàññìîòðåííûõ â ïîñîáèè.
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Ãëàâà 1

ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÅ

ÔÓÍÊÖÈÈ

1.1 Ïîíÿòèå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè

Ýêîíîìèêà ìîäåëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà àãðåãèðî-
âàííûõ ïîêàçàòåëåé. Ïóñòü âûïóñêàåòñÿ m òèïîâ ïðîäóêòîâ. yi, i = 1,m � âûïóñê
ïðîäóêòà i. Äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêòîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå ðàáî÷åé ñèëû,
îñíîâíûõ è îáîðîòíûõ ôîíäîâ, ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ, ñûðüÿ è ò.ä. Áóäåì íàçûâàòü ýòè
âåëè÷èíû ðåñóðñàìè. Ïóñòü xj � êîëè÷åñòâî ðåñóðñà j, j = 1, n. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ
yi, xj â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ñâîè (íàòóðàëüíàÿ, äåíåæíàÿ ôîðìà
è ò.ä.).

Ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé â øèðîêîì ñìûñëå íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó
èñïîëüçóåìûìè ðåñóðñàìè è âûïóñêîì ïðîäóêöèè.

F (y, x, a) = 0, (1.1)
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ãäå a ∈ Rp � âåêòîð ïàðàìåòðîâ. Ñîîòíîøåíèå (1.1) ìîæåò áûòü è âåêòîðíûì. Çàäàåòñÿ
îíî, êàê ïðàâèëî, ëèáî àíàëèòè÷åñêè, ëèáî â âèäå òàáëèöû. Âèä ôóíêöèè F (y, x, a)

è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a ∈ Rp îïðåäåëÿþòñÿ èç ýêîíîìè÷åñêèõ èëè òåõíîëîãè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé, à òàêæå ïóòåì îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

Âìåñòî îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè â âèäå (1.1) ÷àñòî èñ-
ïîëüçóþò åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè:

1) y = f(x, a) � ôóíêöèÿ âûïóñêà, â êîòîðîé â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
áåðóòñÿ çàòðàòû ðåñóðñîâ è ïàðàìåòðû;

2) x = h(y, a) � ôóíêöèÿ çàòðàò, ãäå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå åñòü âûïóñê è
ïàðàìåòðû.

Êàê ïðàâèëî, ñîîòíîøåíèå y = f(x, a) è íàçûâàþò ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé
(â óçêîì ñìûñëå).

Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé ñâÿçûâàþò ñ ïîÿâëåíèåì â
1928 ãîäó ñòàòüè Ï.Äóãëàñà è Ä.Êîááà "Òåîðèÿ ïðîèçâîäñòâà" (õîòÿ ñàìà èäåÿ òàêîãî
ïîäõîäà èìååò áîëåå ðàííèå êîðíè). Àâòîðû ïðåäïðèíÿëè ïîïûòêó îïðåäåëèòü ýìïè-
ðè÷åñêèì ïóòåì âëèÿíèå âåëè÷èíû çàòðà÷èâàåìîãî êàïèòàëà K è òðóäà L íà îáúåì
âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè Y â îáðàáàòûâàþùåé ïðîìûøëåííîñòè ÑØÀ. Áûëè ïî-
ñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) oïðåäåëèòü ïàðàìåòðè÷åñêèé êëàññ ôóíêöèé, íàèáîëåå òî÷íî ïðèáëèæàþùèé
êîëè÷åñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òðåìÿ âûáðàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîèç-
âîäñòâà;

2) íàéòè ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, çàäàþùèå êîíêðåòíóþ ôóíêöèþ ýòîãî êëàññà;
3) ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ôàêòè÷åñêèìè äàííûìè.
Ïðåäëîæåííûé Ï.Äóãëàñîì è Ä.Êîááîì ïàðàìåòðè÷åñêèé êëàññ ôóíêöèé Y =

AKαLβ, ãäå A ≥ 0, α ≥ 0, β ≥ 0, α + β = 1 îêàçàëñÿ âåñüìà ïëîäîòâîðíûì. Ñ
òåõ ïîð ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè ïîäîáíîãî âèäà ñòàíäàðòíî íàçûâàþòñÿ ïðîèç-
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âîäñòâåííûìè ôóíêöèÿìè Êîááà-Äóãëàñà. Îáðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè
ïîçâîëèëà îïðåäåëèòü êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ A, α, β è ïîñòðîèòü ôóíê-
öèþ Êîááà-Äóãëàñà, õîðîøî ìîäåëèðóþùóþ ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà.

Â ñîîòíîøåíèè (1.1) ïåðåìåííûå y, x, a èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðíîñòè
m,n, p. Â ðàññìîòðåííîé âûøå ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà m = 1, n = 2, p =

3. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðè èçëîæåíèè ñâîéñòâ è ïîñòðîåíèè ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè ïåðåìåííûõ y, x, a áóäåì âûáèðàòü ïîäõîäÿùèìè äëÿ êàæäîãî
êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ, ÷òî ïîçâîëèò ñîõðàíèòü äîñòàòî÷íóþ îáùíîñòü, íå óñëîæíÿÿ
îáîçíà÷åíèé.

1.2 Îñíîâíûå ýêîíîìèêî - ìàòåìàòè÷åñêèå

õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé

Äëÿ ââåäåíèÿ îñíîâíûõ ýêîíîìèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîèçâîäñò-
âåííûõ ôóíêöèé ðàññìîòðèì äâóõôàêòîðíóþ (n = 2, m = 1) ïðîèçâîäñòâåííóþ
ôóíêöèþ. Ïóñòü K � îáúåì îñíîâíûõ ôîíäîâ â ñòîèìîñòíîì èëè êîëè÷åñòâåííîì
âûðàæåíèè, L � ÷èñëîâîå âûðàæåíèå îáúåìà òðóäîâûõ ðåñóðñîâ (÷èñëî ðàáî÷èõ,
÷èñëî ÷åëîâåêî-äíåé èëè ÷àñîâ è ò.ä.), Y � îáúåì âûïóùåííîé ïðîäóêöèè â ñòîèìîñò-
íîì èëè íàòóðàëüíîì âûðàæåíèè. Òîãäà, îïóñêàÿ çàïèñü ïàðàìåòðîâ a ∈ Rp â
êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì

Y = F (K,L).

×àñòî âûäâèãàþò ñêîðåå ìàòåìàòè÷åñêîå, íåæåëè ýêîíîìè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íà
êëàññ ôóíêöèé F (·), à èìåííî, èõ ïðåäïîëàãàþò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
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öèðóåìûìè ïðè K > 0, L > 0 (âïðî÷åì, íàì âñòðåòÿòñÿ îòäåëüíûå ïðèìåðû
ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé, ãäå ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ). Ñëåäóþùèå
îãðàíè÷åíèÿ íà êëàññ ôóíêöèé F (·) äîïóñêàþò ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

F (0, L) = F (K, 0) = 0. (1.2)

Ïðè îòñóòñòâèè õîòÿ áû îäíîãî ðåñóðñà ïðîèçâîäñòâî íåâîçìîæíî.

∂F (K,L)

∂K
> 0,

∂F (K,L)

∂L
> 0, K > 0, L > 0. (1.3)

Ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà îäíîãî èç ðåñóðñîâ ïðè íåèçìåííîì îáúåìå äðóãîãî âû-
ïóñê ïðîäóêöèè âîçðàñòàåò.

∂2F (K,L)

∂K2
< 0,

∂2F (K,L)

∂L2
< 0, K > 0, L > 0. (1.4)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì îäíîì ðåñóðñå ïîñëåäîâàòåëüíîå óâåëè÷åíèå äðóãîãî ïðèâî-
äèò êî âñå ìåíüøèì ïðèðîñòàì ïðîèçâåäåííîãî ïðîäóêòà.

F (λK, λL) = λF (K,L), λ > 0 (1.5)

Ìàòåìàòè÷åñêè � ëèíåéíàÿ îäíîðîäíîñòü. Ýêîíîìè÷åñêè � íåçàâèñèìîñòü îò ìàñ-
øòàáà ïðîèçâîäñòâà, ò.å. âûïóñê ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî ðîñòó ðåñóðñîâ.

Cîîòíîøåíèÿ (1.2)−(1.5) ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè, íàêëàäûâàåìû-
ìè íà êëàññ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè, òî âìåñòî óñëîâèé (1.3), (1.4) òðåáóþò ìîíîòîííîñòè è âîãíóòîñòè ôóíê-
öèè F (K,L) ïî êàæäîìó àðãóìåíòó. Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé F (K,L),

âûòåêàþùèå èç (1.2)− (1.5).

1) F (K,L) ñóïåðëèíåéíà, ò.å.
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F (K1 +K2, L1 + L2) ≥ F (K1, L1) + F (K2, L2).

2) F (K,L) âîçðàñòàåò, ò.å. åñëè K1 ≥ K2, L1 ≥ L2, òî F (K1, L1) ≥ F (K2, L2).
3) Åñëè K > 0, L > 0, òî F (K,L) > 0.

4) ∂F (K,L)
∂K

, ∂F (K,L)
∂L

ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíû íóëåâîé ñòåïåíè, ò.å. ïðè λ > 0

èìååì:

∂F (λK, λL)

∂K
=
∂F (K,L)

∂K
,
∂F (λK, λL)

∂L
=
∂F (K,L)

∂L
.

5) ∂2F (K,L)
∂K2 , ∂2F (K,L)

∂L2 , ∂2F (K,L)
∂K∂L

, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíû ñòåïåíè (-1), ò.å.,
íàïðèìåð,

∂2F (λK, λL)

∂K2
= λ−1∂

2F (K,L)

∂K2

è ò.ä., λ > 0.

6) F (K,L) = ∂F (K,L)
∂K

K + ∂F (K,L)
∂L

L, K > 0, L > 0

(òåîðåìà Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ).
Ïîñëåäíåìó ñîîòíîøåíèþ ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé ñìûñë. Ïóñòü ω1 � ñðåäíÿÿ

ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû, ω2 � íîðìà ïðèáûëè. Òîãäà äîõîä òðóäîâûõ ðåñóðñîâ ðàâåí
Lω1, äîõîä ïðåäïðèíèìàòåëÿ ðàâåí Kω2. Â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè
îáùàÿ çàíÿòîñòü ðàáî÷åé ñèëû è çàðàáîòíàÿ ïëàòà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ∂F

∂L
=

ω1. Òîãäà, åñëè âåñü ïðîèçâåäåííûé ïðîäóêò äåëèòñÿ íà äîõîä òðóäîâûõ ðåñóðñîâ
è ïðèáûëü ïðåäïðèíèìàòåëÿ, òî ∂F

∂K
= ω2. Íèæå áóäåò äàíà íåñêîëüêî äðóãàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ âåëè÷èí ∂F
∂L
, ∂F

∂K
.

Ââåäåì îñíîâíûå ýêîíîìèêî�ìàòåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôóíêöèé:
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1) y = Y/L � ñðåäíÿÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà;
2) z = Y/K � ñðåäíÿÿ ôîíäîîòäà÷à;
3) k = K/L � ôîíäîâîîðóæåííîñòü;
4) v = ∂F∂L � ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà;
5) r = ∂F/∂K � ïðåäåëüíàÿ ôîíäîîòäà÷à;

6) α = ∂F
∂K

K
Y
� êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì;

7) β = ∂F
∂L

L
Y
� êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî òðóäó.

Ïðîêîììåíòèðóåì ðÿä ââåäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü òðóäà v õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó äîïîëíèòåëüíîãî ýôôåêòà îò êàæäîé äîïîë-
íèòåëüíîé åäèíèöû çàòðà÷åííîãî òðóäà â òî÷êå (K,L). Èç (1.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè
íåèçìåííûõ îñíîâíûõ ôîíäàõ K ïðè óâåëè÷åíèè çàòðàò òðóäîâûõ ðåñóðñîâ ïðå-
äåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà v, êàê è ñðåäíÿÿ y, ïàäàþò. Îòìåòèì, ÷òî
äëÿ ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà v = βy. Òàê êàê 0 ≤ β ≤ 1 , òî ïðåäåëüíàÿ
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà âñåãäà íå áîëüøå ñðåäíåé.

Êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì α ïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
óâåëè÷èòñÿ îáúåì âûïóùåííîé ïðîäóêöèè ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà îñíîâíûõ ôîíäîâ
íà 1% ïðè íåèçìåííûõ òðóäîâûõ ðåñóðñàõ. Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìååò êîýôôèöèåíò
β . Äëÿ ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà, è â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, åå ïàðàìåòðû α, β è
ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ýëàñòè÷íîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå îíè íå çàâèñÿò îò òî÷êè
(K,L) � çíà÷åíèé ôàêòîðîâ.

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F (K,L) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îäíî è òî
æå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà Yc ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî ïðè ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ
ðåñóðñîâ K è L . Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà ïëîñêîñòè (K,L) , äëÿ êîòîðûõ
F (K,L) = Yc , íàçûâàåòñÿ èçîêâàíòîé. Ëó÷, ïðîâåäåííûé èç íà÷àëà êîîðäèíàò,
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ïåðåñåêàåò èçîêâàíòó F (K,L) = Yc â íåêîòîðîé òî÷êå (K∗, L∗). Òîãäà èç (1.5)

ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êàõ ëó÷à, ëåæàùèõ áëèæå ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ÷åì òî÷êà (K∗, L∗),

èìååì F (K,L) = Y < Yc, à â òî÷êàõ, ëåæàùèõ äàëüøå, ÷åì (K∗, L∗), èìååì
Y > Yc. Èçîêâàíòà F (K,L) = Yc ðàçäåëÿåò òî÷êè ïëîñêîñòè (K,L) íà äâà
ìíîæåñòâà, äëÿ îäíîãî èç êîòîðûõ F (K,L) < Yc , à äëÿ äðóãîãî F (K,L) > Yc.

Èçîêâàíòó, çàäàâàåìóþ ñîîòíîøåíèåì

F (K,L) = Yc, (1.6)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðàôèê çàâèñèìîñòè ëèáî K(L), ëèáî L(K). Áåðÿ ïîëíûé
äèôôåðåíöèàë îò îáåèõ ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ (1.6), ïîëó÷èì

dYc =
∂F

∂K
dK +

∂F

∂L
dL = 0.

Îòñþäà

dK

dL
= −

∂F
∂L
∂F
∂K

,
dL

dK
= −

∂F
∂K
∂F
∂L

.

Èç ñîîòíîøåíèé (1.3) ñëåäóåò, ÷òî dK
dL

< 0, dL
dK

< 0. Âåëè÷èíû SK = −dK
dL
, SL =

− dL
dK

íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè íîðìàìè çàìåíû òðóäîâûõ ðåñóðñîâ L îñíîâíûìè
ôîíäàìèK è îñíîâíûõ ôîíäîâK òðóäîâûìè ðåñóðñàìè L, ñîîòâåòñòâåííî. Âåëè÷èíà
SK ïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî äîëæíû èçìåíèòüñÿ îñíîâíûå ôîíäû K ïðè èçìåíåíèè
çàòðàò òðóäîâûõ ðåñóðñîâ L íà åäèíèöó, ÷òîáû âûïóñê îñòàëñÿ ïîñòîÿííûì. Ïîêà-
çàòåëü SL èìååò àíàëîãè÷íûé ñìûñë. Î÷åâèäíî, SKSL = 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëè SK , SL íå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè âäîëü èçîêâàíòû (1.6).

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïðåäåëüíûõ íîðì çàìåíû
èñïîëüçóþò âåëè÷èíû σK , σL, íàçûâàåìûå ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåíû ðåñóðñîâ. Îíè
ïîêàçûâàþò, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ äîëæíî èçìåíèòüñÿ îòíîøåíèå îñíîâíûõ ôîíäîâ
ê òðóäîâûì ðåñóðñàì (èëè òðóäîâûõ ðåñóðñîâ ê îñíîâíûì ôîíäàì) ïðè äâèæåíèè
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âäîëü èçîêâàíòû (1.6), ÷òîáû ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåíû SK (èëè SL)
èçìåíèëàñü íà 1 ïðîöåíò.

σK =

(
dSK

d(K/L)
· K/L
SK

)−1

, σL =

(
dSL

d(L/K)
· L/K
SL

)−1

.

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî σK = σL = σ.

Êîíå÷íî, äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê èçî-
êâàíòå ïðè äâèæåíèè âäîëü êðèâîé ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîé
ïîêàçàòåëü, íî ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû ïðåäïî÷èòàåòñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ó íåå åñòü
áîëüøîå ïðåèìóùåñòâî � îíà ïîñòîÿííà äëÿ áîëüøèíñòâà èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå
ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé, ò.å. íå òîëüêî íå èçìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè âäîëü íåêî-
òîðîé èçîêâàíòû, íî è íå çàâèñèò îò âûáîðà èçîêâàíòû. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè
Êîááà�Äóãëàñà ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû σ = 1.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñîîòâåòñòâåííî õàðàêòåðó ïîâåäåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ýëàñòè÷íîñòè
çàìåíû ðàçëè÷àþò äâà êëàññà ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé: VES � ôóíêöèè ñ ïåðå-
ìåííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåíû è CES � ôóíêöèè ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çà-
ìåíû. Îòûñêàíèå ýòèõ ôóíêöèé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dS

d(K/L)

K/L

S
= σ−1. (1.7)

Äëÿ CES � ôóíêöèé, ò.å. σ � çàäàííàÿ êîíñòàíòà, ýòî óðàâíåíèå ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòî ðàçðåøàåòñÿ. Âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, âîç-
íèêàþùèå ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1.7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Y = F (K,L) = A[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]−
1
ρ , (1.8)

ãäå A > 0, 0 < δ < 1, ρ > −1, ρ = (1 − σ)/σ. Ñîîòíîøåíèå (1.8) åñòü ñòàíäàðòíàÿ
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ôîðìà çàïèñè CES � ôóíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî îíî ãîäèòñÿ äëÿ σ 6= 0, σ 6= 1. Ïðè
σ = 1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.7) åñòü ôóíêöèÿ Êîááà-Äóãëàñà. Ïðè σ = 0, ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó â (1.8) ïðè ρ→∞ (σ → 0), ïîëó÷àåì Y = min{K,L}. ×àñòî ýòó ôóíêöèþ
çàïèñûâàþò â âèäå

Y = F∞(K,L) = min{aK, bL} (1.9)

ãäå a, b èìåþò ñìûñë ôîíäîîòäà÷è è ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà, è íàçûâàþò
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé ñ ïîñòîÿííûìè ïðîïîðöèÿìè (ñ íóëåâîé ýëàñòè÷íîñòüþ
çàìåíû). ×àñòî - ôóíêöèåé Ëåîíòüåâà. Ðàâåíñòâî σ = 0 îçíà÷àåò îòñóòñòâèå
çàìåùåíèÿ ðåñóðñîâ è ïðè K 6= L ïîëíîñòüþ èñïîëüçóåòñÿ ðåñóðñ, èìåþùèéñÿ
â ìèíèìàëüíîì êîëè÷åñòâå, à âòîðîé ðåñóðñ èñïîëüçóåòñÿ íå ïîëíîñòüþ.

Èçó÷åíèå îäíîðîäíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé Y = F (K,L) óäîáíî ïðî-
âîäèòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé âèäà y = f(k) = F (k, 1), ãäå, íàïîì-
íèì, k = K/L − ñðåäíÿÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòü, y − ñðåäíÿÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
òðóäà.

Ñòàíäàðòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè, äëÿ
ôóíêöèè ïåðåìåííîé k - ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòè, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(k) > 0, f(0) = 0, lim
k→+∞

f(k) = +∞,

f ′(k) > 0, lim
k→+∞

f ′(k) = 0, lim
k→0

f ′(k) = +∞, f ′′(k) < 0.

Òîãäà îñòàëüíûå ýêîíîìèêî�ìàòåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ëèíåéíî�îäíîðîä-
íûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

v = f − kf ′ − ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà;
r = f ′ − ïðåäåëüíàÿ ôîíäîîòäà÷à;
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α = k
f ′

f
− êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì;

β = 1− k
f ′

f
− êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî òðóäîâûì ðåñóðñàì;

SK =
f

f ′
− k − ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåíû òðóäîâûõ ðåñóðñîâ L îñíîâíûìè

ôîíäàìè K;
SL =

f
′

f − kf ′ − ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåíû îñíîâíûõ ôîíäîâ K òðóäîâûìè
ðåñóðñàìè L;

σ = −f
′(f − kf ′)

kff ′′
− ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû ðåñóðñîâ.

Íà ñàìîì äåëå:

v =
∂F (K,L)

∂L
=
∂(LF (K

L
, 1))

∂L
=

= F (
K

L
, 1)− LKL−2F

′
(
K

L
, 1) = f(k)− kf

′
(k).

r =
∂F (K,L)

∂K
=
∂(LF (K

L
, 1))

∂K
= LL−1F

′
(
K

L
, 1) = f

′
(k).

α =
∂F

∂K

K

Y
= f

′
(k)

K

LF (K
L
, 1)

= k
f
′
(k)

f(k)
.

SK =
∂F (K,L)

∂L
∂F (K,L)

∂K

=
v

r
=
f(k)− kf

′
(k)

f ′(k)
=
f(k)

f ′(k)
− k.

SL =
∂F (K,L)

∂K
∂F (K,L)

∂L

=
r

v
=

f
′
(k)

f(k)− kf ′(k)
.

σK = [
dSK

dk

k

SK

]−1 = [(
(f

′
(k))2 − f(k)f

′′
(k)

(f ′(k))2
− 1)

k
f(k)

f ′ (k)
− k

]−1 =

= [
−f(k)f

′′
(k)

(f ′(k))2

kf
′
(k)

f(k)− kf ′(k)
]−1 = [

−f(k)f
′′
(k)k

f ′(k)(f(k)− kf ′(k))
]−1 =
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= −f
′
(k)(f(k)− kf

′
(k))

kf(k)f ′′(k)
.

σL = [
dSL

d(k−1)

k−1

SL

]−1 = [−dSL

dk

k

SL

]−1 = −SL

k
[
dSL

k
]−1 =

= − f
′

k(f − kf ′)

(f − kf
′
)2

ff ′′ = −f
′
(k)(f(k)− kf

′
(k))

kf(k)f ′′(k)
.

Îòñþäà, êñòàòè, è âûòåêàåò, σK = σL = σ.

Âñòðå÷àâøèåñÿ âûøå ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè ìîæíî, èñïîëüçóÿ ïåðåìåííóþ
k, çàïèñàòü â âèäå:

fKD(k) = Akα − ôóíêöèÿ Êîááà-Äóãëàñà;
fCES(k) = A(k−ρ + C)−

1
ρ − CES− ôóíêöèÿ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

fCES(k) = A(δk−ρ + (1− δ))−
1
ρ );

f∞(k) = Amin(k, 1) − ôóíêöèÿ ñ ïîñòîÿííûìè ïðîïîðöèÿìè.
Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Êîááà - Äóãëàñà ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû ôàêòîðîâ, êàê

è óêàçûâàëîñü âûøå, ðàâíà åäèíèöå.

σKD = −Aαk
α−1(Akα − kαAkα−1)

kAkαAα(α− 1)kα−2
= −α(1− α)

α(α− 1)
= 1.

Ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ ïåðåìåííóþ k, óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ CES - ôóíêöèè.
Ôîðìàëüíî, äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà:

σ = −f
′
(k)(f(k)− kf

′
(k))

kf(k)f ′′(k)
.

Ïðè ýòîì ñðàçó íàõîäèòñÿ ôóíêöèÿ f(k), íî äàííîå óðàâíåíèå íåëèíåéíî. Ïîýòî-
ìó ðåøèì åãî ïîýòàïíî, èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôóíêöèé, à èìåííî ïðåäåëüíóþ íîðìó çàìåíû:
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dS

dk

k

S
= σ−1.

Ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî S:

dS

dk
= σ−1S

k
.

Åãî ðåøåíèå:

S(k) = C1k
1
σ , C1 = const.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ïðåäåëüíîé íîðìû çàìåíû òðóäîâûõ ðåñóðñîâ L îñ-
íîâíûìè ôîíäàìè K, ïîëó÷èì:

f(k)

f ′(k)
− k = C1k

1
σ .

Ýòî óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðàçäåëèì èõ

f
′
(k)

f(k)
=

1

k + C1k
1
σ

.

è ïðîèíòåãðèðóåì:

ln f =
∫ dk

k + C1k
1
σ

= I.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé:

t = k
σ−1

σ , k = t
σ

σ−1 , dk =
σ

σ − 1
t

σ
σ−1dt =

σ

σ − 1
t

σ
σ−1dt.

Òîãäà èíòåãðàë I ïðèìåò âèä:

I =
σ

σ − 1

∫ t
1

σ−1dt

t
σ

σ−1 + C1t
1

σ−1

=
σ

σ − 1

∫ dt

t+ C1

=
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=
σ

σ − 1
ln |t+ C1|+ C2 =

σ

σ − 1
ln |k

σ−1
σ + C1|+ C2,

C2 = const.
Îòñþäà è ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè â òåðìèíàõ

ïåðåìåííîé k - ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòè:

f(k) = C2[k
σ−1

σ + C1]
σ

σ−1 .

Îêîí÷àòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì (K,L), ïîëó÷èì:

F (K,L) = C2[K
σ−1

σ + C1L
σ−1

σ ]
σ

σ−1 .

Îáîçíà÷àÿ ρ = 1−σ
σ
, è âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì êîíñòàíòû C1, C2, ïðèõîäèì

ê ñòàíäàðòíîìó âèäó ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ñ ïîñòîÿíîîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåíû:

FCES(K,L) = A[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]−
1
ρ .

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè CES - ôóíêöèè. À èìåííî, êîãäà σ → 1 (ρ→ 0)

è êîãäà σ → 0 + (ρ→ +∞).

lim
ρ→0

(δK−ρ + (1− δ)L−ρ)−
1
ρ = lim

ρ→0
exp[− ln(δK−ρ + (1− δ)L−ρ)

ρ
] = ∗.

Íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0
. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

∗ = lim
ρ→0

exp[−δ(− lnK)K−ρ = (1− δ)(− lnL)L−ρ

δK−ρ + (1− δ)L−ρ
] =

= lim
ρ→0

exp[δ lnK + (1− δ) lnL] = KδL1−δ = FKD(K,L).

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Åñëè K = L, òî FCES = K = L. Åñëè K < L, òî
K = min{ K, L }. Äàëüøå ðàññóäèì òàê.
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lim
ρ→+∞

(δK−ρ + (1− δ)L−ρ)−
1
ρ = lim

ρ→+∞
K(δ + (1− δ)(

L

K
)−ρ)−

1
ρ = K.

Åñëè L < K, òî L = min{ K, L } è, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì

lim
ρ→+∞

(δK−ρ + (1− δ)L−ρ)−
1
ρ = L.

Îòñþäà è âûòåêàåò

lim
ρ→+∞

(δK−ρ + (1− δ)L−ρ)−
1
ρ = min{ K, L } = F∞(K,L).

1.3 Ìîäåëèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé

Èòàê, ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé,
âñòàåò âîïðîñ: êàê âûáðàòü èëè ïîñòðîèòü ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ, àäåêâàòíî
ìîäåëèðóþùóþ êîíêðåòíûé ýêîíîìè÷åñêèé îáúåêò? Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóÿ èìåþ-
ùóþñÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ, ïîäñ÷èòûâàþò ðàçíîñòíûå àíàëîãè îñíîâíûõ
ýêîíîìèêî � ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé è, àíàëèçèðóÿ èõ, âûáèðàþò èëè ñòðîÿò òó
èëè èíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ. Íàïðèìåð, åñëè êîýôôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè
ïî ôîíäàì α è ïî òðóäó β ìàëî èçìåíÿþòñÿ, òî ýòî ìîæåò ÿâëÿòüñÿ àðãóìåíòîì äëÿ
âûáîðà ôóíêöèè òèïà Êîááà-Äóãëàñà. Äîñòîèíñòâîì ôóíêöèé ýòîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòîòà îöåíêè èõ ïàðàìåòðîâ. Íåäîñòàòîê � âîçìîæíîñòü ïîëíîé çàìåíû îäíîãî
ðåñóðñà äðóãèì � ÷àñòî íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå áûâàþò
èíòåðåñíû çíà÷åíèÿ ðåñóðñîâ, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê óæå èñïîëüçóþùèìñÿ. Ïîýòîìó
íåêîòîðàÿ íåïðàâäîïîäîáíîñòü ïîâåäåíèÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé â îáëàñòè ìàëûõ êî-
ëè÷åñòâ ðåñóðñîâ íå òàê óæ è âàæíà.
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Åñëè ìîäåëèðóåìàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíèðóåò â ðåæèìå äåôèöèòà òî îäíîãî, òî
äðóãîãî ðåñóðñîâ, òîãäà òàêîé ðåæèì ðàáîòû õîðîøî ó÷èòûâàþò ôóíêöèè êëàññà
CES. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ CES - ôóíêöèé ýëàñòè÷íîñòü ïî ôîíäàì

α(k) = k
f
′

f
= k

(δk−ρ + (1− δ))−
1
ρ
−1 δ k−ρ−1

(δk−ρ + (1− δ))−
1
ρ

=

= k(δ k−ρ + (1− δ))−1 δ k−ρ−1 =
δk−ρ

δk−ρ + (1− δ)
=

δ

δ + (1− δ)kρ
.

çàâèñèò îò ôîíäîâîîðóæåííîñòè k = K/L.
Èññëåäóåì ôóíêöèþ α(k). Âû÷èñëèì α(0) = 1 è ïðåäåë

lim
k→+∞

α(k) = 0.

Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ

α′(k) = − δ (1− δ) ρ kρ−1

(δ + (1− δ) kρ)2
< 0.

Ôóíêöèÿ α(k) ìîíîòîííî óáûâàåò íà èíòåðâàëå (0, +∞). Íàéä¼ì âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ:

α′′(k) = − δ (1− δ) ρ kρ−2

(δ + (1− δ) kρ)3
((ρ− 1) δ − (1− δ) (ρ+ 1)k)

è, ïðèðàâíèâàÿ å¼ ê íóëþ â îáëàñòè k > 0, ïîëó÷èì

k∗ =
ρ− 1

ρ+ 1

δ

1− δ
.

Ñëåâà îò ýòîé òî÷êè ãðàôèê ôóíêöèè α(k) èìååò âûïóêëîñòü íàïðàâëåííóþ
ââåðõ (α′′(k) < 0), ñïðàâà (α′′(k) > 0) - âíèç.

Ïîýòîìó îáëàñòü k ≥ 0 ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: (0, k∗) − äåôèöèò îñíîâíûõ
ôîíäîâ K è (k∗,+∞) − äåôèöèò òðóäîâûõ ðåñóðñîâ. Òî÷êà k∗ åñòü òî÷êà ïåðåãèáà
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ãðàôèêà ôóíêöèè α(k), ò.å. α′′(k∗) = 0. Â ýòîé òî÷êå îáà ðåñóðñà áåçäåôèöèòíû.
Áîëåå ñëîæíûå ñèòóàöèè, êîãäà ðåæèìû äåôèöèòà ÷åðåäóþòñÿ ñ ðåæèìàìè íîð-
ìàëüíîé ðàáîòû, ìîäåëèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìáèíàöèé CES - ôóíêöèé è
ôóíêöèé Êîááà�Äóãëàñà. Íà ñàìîì äåëå. Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî

lim
k→+∞

α(k) = 0,

ò.å., ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòè ýëàñòè÷íîñòü ïî ôîíäàì α(k) →

0. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò òàêîãî, ýêîíîìè÷åñêè íå âñåãäà öåëåñîîáðàçíîãî óñëîâèÿ, è
ïðèíÿòü, ÷òî ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèÿ α1(k) îáëàäàåò ñâîéñòâîì:

lim
k→+∞

α1(k) = α0 > 0, α0 = const,
òî ýëàñòè÷íîñòü ïî ôîíäàì α1(k) òàêîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ìîæíî ëåãêî
ñìîäåëèðîâàòü ñîîòíîøåíèåì:

α1(k) = α(k) + α0,

ãäå α(k) - ýëàñòè÷íîñòü ïî ôîíäàì CES - ôóíêöèè, ò.å.

α1(k) =
δ

δ + (1− δ)kρ
+ α0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè f1(k) ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ îá óñòðîéñòâå å¼ ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà:

k
f ′1(k)

f1(k)
= α1(k) = α(k) + α0.

èëè
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f ′1(k)

f1(k)
=
α(k)

k
+
α0

k
.

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì:

ln f1(k) = ln f(k) + α0 ln k + lnC, C = const,
ãäå f(k) - ïðîèçâîäñòâåííàÿ CES - ôóíêöèè, èìåþùàÿ ýëàñòè÷íîñòü α(k). Îòñþäà
è ñëåäóåò f1(k) = Cf(k)kα0 .

Âñïîìèíàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ CES - ôóíêöèè è ôóíêöèè Êîááà - Äóãëàñà â òåðìèíàõ
ïåðåìåííîé k, ïîëó÷èì, ÷òî â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ (K, L) ïðîèçâîäñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ F1(K, L) áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

F1(K, L) = A[δK−ρ + (1− δ)L−ρ]−
1
ρ Kα0 L1−α0 .

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååã ñòåïåíü
îäíîðîäíîñòè âûøå ÷åì åäèíèöà. Òàêèì îáðàçîì, ìû óêàçàëè ïðîöåäóðó, ïî - êðàéíåé
ìåðå îäíó èç âîçìîæíûõ, ïîçâîëÿþùóþ êîíñòðóèðîâàòü ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè,
îòòàëêèâàÿñü îò èõ ýêîíîìèêî - ìàòåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è èñïîëüçóÿ â êà÷åñò-
âå îñíîâû ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé íàáîð íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôóíêöèé.

Íåðåäêî, êîãäà íåîáõîäèìî ðåøàòü áàëàíñîâûå çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ, õîðîøî ñåáÿ
îïðàâäûâàþò ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè ñ ïîñòîÿííûìè ïðîïîðöèÿìè. Äåëî â òîì,
÷òî îíè íåñóò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ðàöèîíàëüíîé ïðîïîðöèè ìåæäó ðàçëè÷íûìè
èñïîëüçóåìûìè ðåñóðñàìè.
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1.4 Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè è

òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ

Äî ñèõ ïîð ìû íå ó÷èòûâàëè, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñî âðåìåíåì ïîäâåð-
æåíà èçìåíåíèÿì. Ðàññìîòðèì êðàòêî îñíîâíûå ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå äëÿ îïèñàíèÿ
ïðîöåññà ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ â àãðåãèðîâàííûõ ìî-
äåëÿõ. Îòìåòèì, ÷òî ðîñòó ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ ñïîñîáñòâóåò
áîëüøîå ÷èñëî òåõíè÷åñêèõ, îðãàíèçàöèîííûõ è ñîöèàëüíûõ ôàêòîðîâ, ïðè÷åì òðóä-
íî âûäåëèòü ðîëü êàæäîãî èç íèõ. Â ýêîíîìèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ïîä òåõíè-
÷åñêèì ïðîãðåññîì ïîíèìàþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÿâëåíèé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óâåëè-
÷åíèþ âûïóñêà ïðîäóêòà áåç ðîñòà îáúåìîâ èñïîëüçóåìûõ ðåñóðñîâ.

Êàê ïðàâèëî, íàó÷íî�òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ ðàçäåëÿþò íà ýíäîãåííûé è ýêçîãåí-
íûé. Ïðîãðåññ ýíäîãåííûé, åñëè åãî ïðîèñõîæäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðè äàííîé
ìîäåëè è çàâèñèò îò äåéñòâèé ó÷àñòíèêîâ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, ìîäåëèðóåìîé
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé. Ïðîãðåññ ýêçîãåííûé, åñëè òåõíîëîãè÷åñêèå èçìåíåíèÿ
íå îáóñëàâëèâàþòñÿ ñàìîé ìîäåëüþ (ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé), à ëèøü ó÷èòûâà-
þòñÿ åþ.

Ñðåäè ìåòîäîâ îïèñàíèÿ òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà â àãðåãèðîâàííûõ ìîäåëÿõ ìîæ-
íî âûäåëèòü ÷åòûðå îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, àâòîíîìíûé òåõíè÷åñêèé
ïðîãðåññ, êîãäà ðîñò ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ íå çàâèñèò îò êàïèòà-
ëîâëîæåíèé è äèíàìèêè òðóäîâûõ ðåñóðñîâ è ïðèâíîñèòñÿ èçâíå. Âî-âòîðûõ, "ìàòå-
ðèàëüíûé" ïðîãðåññ, êîãäà ïðîãðåññ âíîñèòñÿ ñ íîâûì, áîëåå ñîâåðøåííûì îáîðó-
äîâàíèåì è íîâîé, áîëåå êâàëèôèöèðîâàííîé ðàáî÷åé ñèëîé, ïðè÷åì ýòè èçìåíåíèÿ
çàäàþòñÿ èçâíå êàê ôóíêöèè âðåìåíè. Â-òðåòüèõ, "èíäóöèðîâàííûé", êîãäà ïðîãðåññ
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ñâÿçûâàåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì ðàçâèòèåì ýêîíîìèêè è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýòîãî ðàçâè-
òèÿ. Â-÷åòâåðòûõ, ïîäõîä íà îñíîâå âûäåëåíèÿ îñîáîé îòðàñëè â ýêîíîìèêå, ïðîäóê-
òîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ. Âèäèì, ÷òî ïåðâûå äâà íàïðàâëåíèÿ
ìîäåëèðóþò ýêçîãåííûé ïðîãðåññ, äâà ïîñëåäíèõ � ýíäîãåííûé.

Àâòîíîìíûé òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïîäõîäîì ê ìîäåëèðî-
âàíèþ èçìåíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðîèçâîäñòâà. Îáû÷íî âûäåëÿþò òðè ñëó÷àÿ àâòî-
íîìíîãî ïðîãðåññà:

1) Y = A(t)F (K,L), ò.å. ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ è
òðóäîâûõ ðåñóðñîâ ðàñòóò ñî âðåìåíåì ïðîïîðöèîíàëüíî;

2) Y = F (K,A(t)L), ò.å. ðàñòåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òðóäîâûõ ðåñóðñîâ,
ýôôåêòèâíîñòü æå îñíîâíûõ ôîíäîâ îñòàåòñÿ íà ïðåæíåì óðîâíå;

3) Y = F (A(t)K,L), ò.å. ðàñòåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ,
â òî âðåìÿ êàê ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òðóäîâûõ ðåñóðñîâ îñòàåòñÿ áåç èçìå-
íåíèÿ.

Êîýôôèöèåíò A(t) ÷àñòî íàçûâàþò ìóëüòèïëèêàòîðîì ïðîãðåññà. Îáû÷íî ïðåä-
ïîëàãàþò, ÷òî A(t) = eαt , è ïóòåì îáðàáîòêè ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòèñòèêè íàõîäÿò
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α. Õîòÿ ìîäåëèðîâàíèå ïðîãðåññà ïîäîáíûì îáðàçîì è óòàèâàåò
ïðèðîäó åãî ïðîèñõîæäåíèÿ, íî â ðåàëüíîé ïðàêòèêå îíî äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî. Â
ðàçâèòûõ ñòðàíàõ òåìï ðîñòà íàöèîíàëüíîãî äîõîäà â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿ-
åòñÿ àâòîíîìíûì ïðîãðåññîì.

Â ìîäåëÿõ "ìàòåðèàëüíîãî" ïðîãðåññà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áîëåå ýôôåêòèâíûìè
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòàíîâÿòñÿ íå âñå îñíîâíûå ôîíäû, à òîëüêî ââîäÿùèåñÿ â äàííûé
ìîìåíò âðåìåíè. Ïóñòü K(t, τ) − êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ ôîíäîâ, âûïóùåííûõ â ãîäó
τ è ñîõðàíèâøèõñÿ ê ãîäó t, L(t, τ) − êîëè÷åñòâî ðàáî÷åé ñèëû, îáñëóæèâàþùåé èõ,
Y (t, τ)− âûïóñê ïðîäóêöèè íà ýòèõ ôîíäàõ. Òîãäà ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ
âñåõ ôîíäîâ è âñåõ òðóäîâûõ ðåñóðñîâ â ãîäó t ≥ τ áóäåò èìåòü âèä:
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Y (t) =
∫ t

−∞
Y (t, τ)dτ =

∫ t

−∞
F (K(t, τ), L(t, τ))dτ.

Îòìåòèì, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ ôîíäîâ â ãîäó t ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

K(t) =
∫ t

−∞
K(t, τ)dτ,

à îáùåå êîëè÷åñòâî òðóäîâûõ ðåñóðñîâ êàê

L(t) =
∫ t

−∞
L(t, τ)dτ.

Òðóäîâûå ðåñóðñû L(t) ìîæíî ïî-ðàçíîìó ðàñïðåäåëèòü ìåæäó îñíîâíûìè
ôîíäàìè K(t). Ïîýòîìó ýòî ðàñïðåäåëåíèå L(t, τ) ëèáî çàäàåòñÿ àïðèîðè, ëèáî
íàõîäèòñÿ èç êàêèõ-íèáóäü ñïåöèàëüíûõ óñëîâèé, íàïðèìåð, èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà
íàöèîíàëüíîãî äîõîäà Y (t), ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷.

Âûáûòèå îñíîâíûõ ôîíäîâ ÷àñòî ìîäåëèðóþò ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ:

K(t, τ) = I(τ)e−µ(t−τ),

ãäå I(τ) − èíâåñòèöèè â ãîäó τ, µ − òåìï èçíîñà îñíîâíûõ ôîíäîâ.
Ïðè äðóãîì âàðèàíòå "ìàòåðèàëüíîãî" ïðîãðåññà, òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ ïðèâ-

íîñèòñÿ â ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó íå òîëüêî ñ íîâûìè îñíîâíûìè ôîíäàìè, íî è ñ
ðîñòîì êâàëèôèêàöèè òðóäîâûõ ðåñóðñîâ.

Ìîäåëè ýíäîãåííîãî ïðîãðåññà áîëåå ñëîæíû. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ýòîì, îòìåòèì,
÷òî ïðè "èíäóöèðîâàííîì" ïðîãðåññå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ çà-
âèñèò îò òîãî, ñêîëüêî êàïèòàëîâëîæåíèé óæå áûëî ñäåëàíî. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: ÷åì áîëüøå êàïèòàëîâëîæåíèé, òåì áîëüøå ñîâåðøàåòñÿ èííîâàöèé,
ïðèâîäÿùèõ ê òåõíè÷åñêîìó ïðîãðåññó. Â ìîäåëÿõ æå, ó÷èòûâàþùèõ ïðîãðåññ â
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âèäå îòäåëüíîé îòðàñëè, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûäåëÿþò êàïèòàëîâëîæåíèÿ â ýòó
îòðàñëü.

1.5 Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

ñ ïðîèçâîäñòâåííûìè ôóíêöèÿìè

Â ðàìêàõ òåîðèè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé òðàäèöèîííî èññëåäóåòñÿ íå òîëüêî
ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè Y (t), íî è ïðîöåññ ïîòðåáëåíèÿ òðóäîâûõ ðåñóðñîâ.
Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ïðîñòîé âàðèàíò îäíîé èç ìîäåëåé ïîäîáíîãî âèäà.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t âûïóñê ïðîäóêöèè Y (t)

äåëèòñÿ íà ïîòðåáëåíèå C(t) è èíâåñòèöèè (êàïèòàëîâëîæåíèÿ) I(t):

Y (t) = C(t) + I(t) = (1− s(t))Y (t) + s(t)Y (t), (1.10)

ãäå 0 ≤ s(t) ≤ 1, s(t) − íîðìà íàêîïëåíèÿ.
Ïóñòü îñíîâíûå ôîíäû àìîðòèçèðóþò ñ òåìïîì µ > 0, ò.å. çà åäèíèöó âðåìåíè

èç ñòðîÿ âûáûâàåò µ−ÿ ÷àñòü îñíîâíûõ ôîíäîâ. Òîãäà, ñ÷èòàÿ òðóäîâûå ðåñóðñû
L = const , à îñíîâíûå ôîíäû îäíîðîäíûìè â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè, äèíàìèêó
îñíîâíûõ ôîíäîâ ìîæíî îïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

K̇(t) = s(t)F (K(t), L)− µK(t) (1.11)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì K(0) = K0.

Òðàäèöèîííî íàêëàäûâàþò óñëîâèå òèïà "ýêîíîìè÷åñêîãî ãîðèçîíòà", ò.å. çà ïðå-
äåëàìè ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà âðåìåíè [0, T ] äîëæåí áûòü ñîõðàíåí îïðåäåëåí-
íûé ýêîíîìè÷åñêèé ïîòåíöèàë:
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K(T )

L
≥ kT > 0. (1.12)

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ, ïîäëåæàùåãî ìàêñèìèçàöèè, âûáåðåì

∫ T

0

C(t)

L
e−δtdt, (1.13)

ãäå δ > 0 − êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ, C(t)
L
− óäåëüíîå ïîòðåáëåíèå.

Îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.2)− (1.5).

Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííîé k = K
L
− ôîíäîâîîðóæåííîñòè, ñîîòíîøåíèÿ (1.10) −

(1.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∫ T

0
(1− s(t))f(k(t))e−δtdt→ max, (1.14)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

k̇(t) = s(t)f(k(t))− µk(t), (1.15)

0 ≤ s(t) ≤ 1, k(0) = k0 > 0, k(T ) ≥ kT > 0. (1.16)

Çàäà÷à (1.14)−(1.16) åñòü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ãäå k(t) − ñîñòîÿíèå,
s(t) − óïðàâëåíèå. Èññëåäîâàòü åå ìîæíî ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòîäàìè íà îñíîâå
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà èëè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Ðàññìîòðèì áîëåå
÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà s(t) = s = const, ò.å. äîëÿ êàïèòàëîâëîæåíèé íå çàâèñèò
îò âðåìåíè. Ýòî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íå òîëüêî ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî
è ñ ïðàêòè÷åñêîé, ò.ê. â ðåàëüíîé æèçíè ÷àñòî äåëî òàê è îáñòîèò. Â ýòîì ñëó÷àå
êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.15) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t, óðàâ-
íåíèå ñòàíîâèòñÿ àâòîíîìíûì è âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ çíà÷åíèé
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ôîíäîâîîðóæåííîñòè ks > 0, ÷òî ôóíêöèÿ k(t) ≡ ks = const áóäåò ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (1.15), ò.å. âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñòàöèîíàðíûõ (ðàâíîâåñíûõ) òðàåê-
òîðèé óðàâíåíèÿ:

k̇ = sf(k)− µk.

Ïîñêîëüêó ks = const, òî k̇s = 0 è âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèé àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

sf(k)− µk = 0

â îáëàñòè k ∈ (0, +∞), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ê ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèé àëãåá-
ðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

f(k)

k
=
µ

s
.

Èç ñâîéñòâ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè f(k) è ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ f(k)

k
ìîíîòîííî óáûâàåò îò +∞ äî 0 íà èíòåðâàëå (0, +∞) .

Ïîýòîìó ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì s(t) = s > 0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå k(t) ≡ ks óðàâíåíèÿ (1.15), ïðè÷åì, åñëè ks 6= k0, òî
lim
t→∞

k(t) = ks äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ (1.15) ñ íà÷àëîì k0 (s = const).
Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å (1.14)−(1.15) è ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ñòàöèîíàðíîé

òðàåêòîðèè k(t) ≡ ks, ìàêñèìèçèðóþùåé ïîòðåáëåíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ
òðàåêòîðèÿ k(t) = k∗ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. Òàê êàê ïðè s(t) = s = const, k(t) =

ks = const, òî ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà (1.14) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ïàðàìåòðà s,
äîñòàâëÿþùåãî ìàêñèìóì ôóíêöèè (1− s)f(ks).

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå. Èç àâòîíîìíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñëåäóåò f(ks)s = µks. Òîãäà, çàìåíÿÿ â ìàêñèìèçèðóåìîé ôóíêöèè sf(ks) íà µks,
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ïîëó÷èì çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

f(ks)− µks → max .

Èç ñâîéñòâ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè f(k) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(ks) − µks

âîãíóòà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé k, äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè k ∈ (0, +∞) è,
ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð k∗ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ:

f ′(k) = µ.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìàëüíàÿ íîðìà íàêîïëåíèÿ s∗ ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

s∗ =
µk∗

f(k∗)
=
f ′(k∗)k∗

f(k∗)
(1.17)

Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ (K,L) ñîîòíîøåíèå (1.17) ïðèíèìàåò âèä:

∂F (K∗, L)

∂K
K∗ = s∗F (K∗, L)

Òîãäà, âñïîìèíàÿ, ÷òî ∂F
∂K

ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íîðìó ïðèáûëè ñ êàïèòàëà,
à ∂F

∂K
K − äîõîä îò êàïèòàëà, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îäíî çàìå÷àòåëüíîå ïðàâèëî,

÷àñòî íàçûâàåìîå êàê "çîëîòîå ïðàâèëî" íàêîïëåíèÿ Å.Ôåëïñà:
èíâåñòèöèè â îñíîâíûå ôîíäû äîëæíû ðàâíÿòüñÿ äîõîäó, ïîëó÷àåìîìó îò êà-

ïèòàëà.

Òàê êàê äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ (1.15) ñ íà÷àëîì k0 6= k∗ ïðè óïðàâëåíèè
s∗ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå lim

t→∞
k(t) = k∗, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî "çîëîòîå ïðàâèëî"

íàêîïëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ â ïðåäåëå äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè.
Ìîäåëü (1.10)−(1.13) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ ìîäåëè Ô.Ðàìñåÿ. Íåñìîòðÿ íà

ñâîþ ïðîñòîòó, îíà äàåò õîðîøåå ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå è ïðîáëåìàõ, âîçíèêàþ-
ùèõ ïðè åå èññëåäîâàíèè.
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Ãëàâà 2

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ È

ÇÀÄÀÍÈß

2.1 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäñòâåíîé ôóíêöèè.
2. Îñíîâíûå ýêîíîìèêî - ìàòåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíê-

öèé.
3. Îäíîðîäíîñòü ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé.
4. Ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû ôàêòîðîâ.
5. CES - ôóíêöèè.
6. Êîíñòðóèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé.
7. Îïòèìàëüíûå ïðîïîðöèè ïîòðåáëåíèÿ è íàêîïëåíèÿ. "Çîëîòîå ïðàâèëî" íàêîïëå-

íèÿ Ôåëïñà.
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8. Ìîäåëèðîâàíèå òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé.
9. Îïòèìàëüíûå ïðîïîðöèè ïîòðåáëåíèÿ è íàêîïëåíèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðåäïî-

ëîæåíèÿ.
10. Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè CES - ôóíêöèé.
11. Ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåíû.
12. Ýêîíîìèêî - ìàòåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îäíîðîäíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ

ôóíêöèé.
13. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè.

2.2 Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ

1. Íàéòè êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî òðóäîâûì ðåñóðñàì ïðîèçâîäñòâåííîé
ôóíêöèè, èìåþùåé ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè p.

2. Âû÷èñëèòü ïðåäåëüíóþ íîðìó çàìåíû òðóäîâûõ ðåñóðñîâ îñíîâíûìè ôîíäàìè
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, èìåþùåé êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè çàìåíû σ(k) =

k, k− ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòü.
3. Ïîñòðîèòü ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû ôàêòîðîâ

σ(k) = 1
2

+ 1
8k2 , k -ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòü.

4. Íàéòè îïòèìàëüíóþ íîðìó íàêîïëåíèÿ s, ñîîòâåòñòâóþùóþ "çîëîòîìó ïðàâèëó"
íàêîïëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L) = K

1
2L

1
2 .

5. Ïîñòðîèòü ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû ôàêòîðîâ
σ(k) = k+1

k
, k - ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòü.

6. ×åìó ðàâíà ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåíû òðóäîâûõ ðåñóðñîâ L ïðîèçâîäñòâåííûìè
ôîíäàìè K ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ñî ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè p?

7. F (x), x ∈ Rn - äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè p. Áóäóò ëè îäíîðîäíûìè
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ôóíêöèè ∂F
∂xi

? Åñëè îòâåò ïîëîæèòåëüíûé, òî íàéòè ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ýòèõ ôóíê-
öèé.

8. Íàéòè îïòèìàëüíóþ íîðìó íàêîïëåíèÿ s, ñîîòâåòñâóþùóþ "çîëîòîìó ïðàâèëó"
íàêîïëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L) = 1.5K

3
4L

1
4 .

9. ×åìó ðàâíà ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû ôàêòîðîâ σ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ñî
ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè p?

10. Ïîñòðîèòü ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû ôàêòî-
ðîâ σ(k) = k2−1

k2 , k -ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòü.
11. Âû÷èñëèòü ïðåäåëüíóþ íîðìó çàìåíû òðóäîâûõ ðåñóðñîâ îñíîâíûìè ôîíäàìè

ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, èìåþùåé êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè çàìåíû σ(k) =

k3+3k2−k−3
k2 .
12. Íàéòè îïòèìàëüíûå èíâåñòèöèè â îñíîâíûå ôîíäû, ñîîòâåòñòâóþùèå "çîëîòîìó

ïðàâèëó" íàêîïëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L) = 2K
1
3L

2
3 .

13. Âû÷èñëèòü äîõîä, ïîëó÷àåìûé îò êàïèòàëà, ñîîòâåòñòâóþùèé "çîëîòîìó ïðà-
âèëó" íàêîïëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F (K,L) = 1.2K

4
5L

1
5 .

14. Íàéòè êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè,
èìåþùåé ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè p.

15. Âû÷èñëèòü ïðåäåëüíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè
ñî ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè p.
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Ãëàâà 3

ÌÎÄÅËÜ ËÅÎÍÒÜÅÂÀ

3.1 Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Âàñèëèé Âàñèëüåâè÷ Ëåîíòüåâ ðîäèëñÿ 5.08.1906 ãîäà (ïî äðóãèì èñòî÷íèêàì,
5.08.1905 ãîäà)(?!) â Ìþíõåíå, íî åù¼ ãðóäíûì ìëàäåíöåì áûë ïðèâåç¼í ðîäèòåëÿìè â
Ïåòåðáóðã. Îí âûðîñ â ñåìüå óíèâåðñèòåòñêîãî ïðîôåññîðà, òîæå Âàñèëèÿ Ëåîíòüåâà.
Â 1921 ãîäó ïîñòóïèë â Ïåòðîãðàäñêèé óíèâåðñèòåò, ãäå èçó÷àë ôèëîñîôèþ, ñîöèî-
ëîãèþ, ýêîíîìèêó. Â 1924 ãîäó îêîí÷èë ÷åòûð¼õãîäè÷íûé êóðñ óíèâåðñèòåòà è ïîëó-
÷èë äèïëîì ýêîíîìèñòà. Äî âåñíû 1925 ãîäà Ëåîíòüåâ ðàáîòàë íà êàôåäðå ýêîíîìè-
÷åñêîé ãåîãðàôèè Ëåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïîñëå îí óåõàë â Ãåðìàíèþ, ãäå ó÷èëñÿ è ðàáîòàë íàä äîêòîðñêîé äèññåðòàöèåé
â Áåðëèíñêîì óíèâåðñèòåòå. Òåìîé äèññåðòàöèè áûëî èññëåäîâàíèå íàðîäíîãî õî-
çÿéñòâà êàê íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà. Â 1928 ãîäó Ëåîíòüåâ ïîëó÷èë ñòåïåíü äîêòîðà
íàóê. Ïîñëå ýòîãî - ðàáîòà â èíñòèòóòå ìèðîâîãî õîçÿéñòâà â Êèëå.
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Îäíà èç ïåðâûõ íàó÷íûõ ñòàòåé Ëåîíòüåâà áûëà ïîñâÿùåíà àíàëèçó áàëàíñà
íàðîäíîãî õîçÿéñòâà ÑÑÑÐ çà 1923 - 1924 ãîäû, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ïåðâóþ
ïîïûòêó ïðåäñòàâèòü â öèôðàõ ïðîèçâîäñòâî è ðàñïðåäåëåíèå îáùåñòâåííîãî ïðî-
äóêòà ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ îáùåé êàðòèíû êðóãîîáîðîòà õîçÿéñòâåííîé æèçíè.

Â 1928 - 1929 ãîäàõ Â. Ëåîíòüåâ - ýêîíîìè÷åñêèé ñîâåòíèê ïðàâèòåëüñòâà Êèòàÿ â
ãîðîäå Íàíêèíå. Ïîñëå âîçâðàùåíèÿ â Ãåðìàíèþ ñíîâà ðàáîòàë â èíñòèòóòå ìèðîâîãî
õîçÿéñòâà.

Â ñâîåé ðàáîòå Ëåîíòüåâ âïåðâûå ïðèìåíèë àíàëèç îáùåãî ðàâíîâåñèÿ â êà÷åñòâå
èíñòðóìåíòà ïðè ôîðìèðîâàíèè ýêîíîìè÷åñêîé ïîëèòèêè. Ïðåäëîæåííàÿ Ëåîíòüå-
âûì àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ àíàëèçà "çàòðàòû - âûïóñê"ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû çàòðàò
íà ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêöèè. Ëåîíòüåâ ïîêàçàë, ÷òî êîýôôèöèåíòû, âûðàæàþùèå
îòíîøåíèÿ ìåæäó ñåêòîðàìè ýêîíîìèêè ìîãóò áûòü îöåíåíû ñòàòèñòè÷åñêè, ÷òî
îíè äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâû è ÷òî èõ ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü. Áîëåå òîãî, Ëåîíòüåâûì
áûëî ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íàèáîëåå âàæíûõ êîýôôèöèåíòîâ, èçìåíåíèÿ êîòîðûõ
íåîáõîäèìî îòñëåæèâàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü.

Â 1931 ãîäó äèðåêòîð Íàöèîíàëüíîãî áþðî ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé (ÑØÀ)
Ó. Ìèò÷åë ïðèãëàñèë Ëåîíòüåâà íà ðàáîòó â áþðî, è òîò ïåðååõàë â ÑØÀ. Ñ 1932
ãîäà Ëåîíòüåâ íà÷àë ïðåïîäàâàòü â Ãàðâàðäñêîì óíèâåðñèòåòå.Â 1933 ãîäó îí íà÷àë
ñâîè èññëåäîâàíèÿ, èç êîòîðûõ âûðîñ ìåòîä "çàòðàòû - âûïóñê". Ðàñ÷¼òû ïî ìåòîäó
"çàòðàòû - âûïóñê"òðåáóþò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé, áåç êîòîðûõ ñëîæíî
äåëàòü ýêîíîìè÷åñêèé ïðîãíîç è ïëàíèðîâàíèå. Îäíàêî ñêîðî îáíàðóæèëîñü, ÷òî
ñåðüåçíûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ðàçâèòèÿ ýòîãî ìåòîäà ñëóæèò ñëàáîñòü òîãäàøíåé
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Ïîýòîìó, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåé
Ëåîíòüåâà ñëåäîâàëî çà óâåëè÷åíèåì ìîùíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Íà÷èíàÿ ñ 1933 � 1934 ãîäîâ Ëåîíòüåâ ñîñðåäîòî÷èâàåòñÿ íà ïðåîäîëåíèè ýòèõ
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ïðîáëåì ïîñðåäñòâîì ñáîðà èíôîðìàöèè (êîýôôèöèåíòîâ) äëÿ 44-îòðàñëåâîé òàáëè-
öû "çàòðàòû - âûïóñê". Ïîñêîëüêó äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç 44 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
ìîùíîñòåé òîãäàøíåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè áûëî íåäîñòàòî÷íî, äëÿ ðàñ÷¼òíûõ
öåëåé 44 îòðàñëè áûëè îáúåäèíåíû â 10. Äëÿ ïðîâåðêè ñòàáèëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ
ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò â ÑØÀ áûëè ñîñòàâëåíû ìåæîòðàñëåâûå áàëàíñû çà 1919 - 1929
ãîäû.

Ðåçóëüòàò ýòîãî èññëåäîâàíèÿ áûë îïóáëèêîâàí â 1936 ãîäó. Öåíòðàëüíîå ìåñòî
â í¼ì çàíèìàëà òàáëèöà êýôôèöèåíòîâ, ñîñòàâëåííàÿ äëÿ ýêîíîìèêè ÑØÀ â 1919
ãîäó, ðàçìåðíîñòüþ 41 × 41. Ëåîíòüåâ ñâ¼ë 41 - ìåðíóþ ìàòðèöó ê 10 - ìåðíîé
è èñïîëüçîâàë êîìïüþòåð äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ çàòðàò âàëîâîé
ïðîäóêöèè íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû êîíå÷íîé ïðîäóêöèè. Ëåîíòüåâ áûë ïåðâûì,
êòî ïðèìåíèë êîìïüþòåð â èññëåäîâàíèè ñòðóêòóðû ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â 1938 ãîäó Â. Ëåîíòüåâ îïóáëèêîâàë ðàáîòó "Ñîâðåìåííîå çíà÷åíèå ýêîíîìè÷åñ-
êîé òåîðèè Ê. Ìàðêñà", êîòîðàÿ ñîäåðæàëà ïîïûòêó îáúåêòèâíîãî àíàëèçà ýêîíîìè-
÷åñêîé òåîðèè Ìàðêñà.

Â 1941 ãîäó áûëà ñîñòàâëåíà 41 - ìåðíàÿ òàáëèöà ìåæîòðàñëåâûõ ïîòîêîâ, ðàñ-
ñ÷èòàííàÿ äëÿ 1929 ãîäà, è àãðåãèðîâàííàÿ çàòåì â 10 - ìåðíóþ. Íà å¼ îñíîâå áûëè
ðàññ÷èòàíû îáú¼ìû âàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ
êîíå÷íîãî ñïðîñà. Îáå ìåæîòðàñëåâûå òàáëèöû áûëè îïóáëèêîâàíû â ìîíîãðàôèè
Ëåîíòüåâà "Ñòðóêòóðà àìåðèêàíñêîé ýêîíîìèêè 1919 - 1929 ãã.". Ñðàâíåíèå òàáëèö
ïîçâîëèëî ïðîâåðèòü óñòîé÷èâîñòü êîýôôèöèåíòîâ ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò è âûÿñíèòü
âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ñðàâíåíèå òàáëèö íå ïîçâîëèëî ïðèé-
òè ê îäíîçíà÷íîìó âûâîäó, ÷àñòè÷íî èç-çà îòñóòñòâèÿ äîñòàòî÷íî ÷¼òêèõ êðèòåðèåâ
óñòîé÷èâîñòè îöåíèâàåìûõ êîýôôèöèåíòîâ. Òåì íå ìåíåå ìåæîòðàñëåâûå òàáëèöû
äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ áûëè ïðèçíàíû âïîëíå öåëåñîîáðàçíûìè. Ñòàòèñòè÷åñêîå Áþðî
çàíÿòîñòè ÑØÀ, ïðèãëàñèâ Â. Ëåîíòüåâà â êà÷åñòâå êîíñóëüòàíòà, ñîñòàâèëî òàáëèöó,
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âêëþ÷àþùóþ 400 îòðàñëåé. Îíà áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàíÿòîñòè
íàñåëåíèÿ â ïîñëåâîåííûé ïåðèîä. Ìåòîä "çàòðàòû - âûïóñê"ñòàë øèðîêî èñïîëü-
çîâàòüñÿ âî âñ¼ì ìèðå.

Â 1944 ãîäó Ëåîíòüåâ ðàññ÷èòûâàåò òàáëèöó êîýôôèöèåíòîâ òåêóùèõ ìàòåðè-
àëüíûõ çàòðàò çà 1939 ãîä, ñîïîñòàâëÿåò å¼ ñîñòàâëåííûìè ðàíåå è îáíàðóæèâàåò
âïîëíå äîñòàòî÷íóþ ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè áîëüøèíñòâà êîýôôèöèåíòîâ çà äâà äåñÿ-
òèëåòèÿ. Èñïîëüçóÿ ýòó òàáëèöó, â 1944 - 1946 ãîäàõîí ïóáëèêóåò 3 ñòàòüè, ãäå ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà "çàòðàòû - âûïóñê"áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ýêçîãåííîãî âëèÿíèÿ
çàíÿòîñòè, çàðàáîòíîé ïëàòû è öåí íà âûïóñê âàëîâîé ïðîäóêöèè ïî îòäåëüíûì
îòðàñëÿì.

Ñ êîíöà 40 - õ ãîäîâ îñîáîå âíèìàíèå Ëåîíòüåâ óäåëÿåò ðàçâèòèþ ìåæðåãèîíàëü-
íîãî àíàëèçà "çàòðàòû - âûïóñê"è ñîñòàâëåíèþ ìàòðèöû èíâåñòèöèîííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ñóäèòü î ïîñëåäñòâèÿõ èçìåíåíèÿ êîíå÷íîãî
ñïðîñà íà èíâåñòèöèè. Òàê áûëî ïîëîæåíî íà÷àëî äèíàìè÷åñêîìó ìåòîäó "çàòðàòû -
âûïóñê", íà îñíîâå êîòîðîãî ìîæíî àíàëèçèðîâàòü ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò. Ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèé áûëè îïóáëèêîâàíû â êíèãàõ "Ñòóêòóðà àìåðèêàíñêîé ýêîíîìèêè 1919
- 1939 ãã."è "Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû àìåðèêàíñêîé ýêîíîìèêè".

Ëåîíòüåâ ïîêàçàë ñåáÿ âûäàþùèìñÿ îðãàíèçàòîðîì. Â 1948 ãîäó îí ñîçäàë Ãàð-
âàðäñêèé öåíòð ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, êîòîðûé ñòàë âåäöùèì â ìèðîâîì
ìàñøòàáå ó÷ðåæäåíèåì ïî ðàçâèòèþ ìåòîäà "çàòðàòû - âûïóñê". Âîêðóã Ëåîíòüåâà
ñëîæèëàñü ãðóïïà èññëåäîâàòåëåé - åäèíîìûøëåííèêîâ, åãî ñîàâòîðîâ ïî ìíîãèì
ïîñëåäóþùèì ïóáëèêàöèÿì.

Íåñîìíåíííî, îäíèì èç âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïåðèîäà ñòàë òàê íàçûâàå-
ìûé "ïàðàäîêñ Ëåîíòüåâà", êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìà-
íèå è ïðÿìûå è êîñâåííûå çàòðàòû â ïðîöåññå âîñïðîèçâîäñòâà, äëÿ ÑØÀ ýêñïîðò
îêàçûâàåòñÿ áîëåå òðóäî¼ìêèì è ìåíåå êàïèòàëî¼ìêèì, ÷åì èìïîðò, õîòÿ â ÑØÀ
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èñêëþ÷èòåëüíî ñèëüíà èíâåñòèöèîííàÿ ñôåðà è î÷åíü âûñîêà çàðàáîòíàÿ ïëàòà.
ÑØÀ èìïîðòèðóþò êàïèòàë è ýêñïîðòèðóþò òðóä.

Ëåîíòüåâ è ñîòðóäíèêè Ãàðâàðäñêîãî ýêîíîìè÷åñêîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà
íà îñíîâå ìåòîäà "çàòðàòû - âûïóñê"îöåíèëè èíôëÿöèîííîå âëèÿíèå â ðåãóëèðîâàíèè
çàðïëàòû, ðàññ÷èòàëè çàòðàòû íà âîîðóæåíèå è èõ âëèÿíèå íà ðàçíûå îòðàñëè ýêîíî-
ìèêè, îñóùåñòâèëè ïðîãíîçèðîâàíèå òåìïà ðîñòà îòðàñëåé ýêîíîìèêè è íåîáõîäèìûå
äëÿ ýòîãî âëîæåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì Â. Ëåîíòüåâ îáðàùàåòñÿ ê ïðîáëåìàì ðîñòà ìèðîâîé ýêîíîìèêè,
åãî âëèÿíèþ íà îêðóæàþùóþ ñðåäó, ïîòðåáíîñòåé â ïðèðîäíûõ ðåñóðñàõ, ê èññëåäîâà-
íèþ îòíîøåíèé ìåæäó ðàçâèòûìè è ðàçâèâàþùèìèñÿ ñòðàíàìè. Â ðàìêàõ ÎÎÍ îí
ðóêîâîäèë èññëåäîâàíèÿìè ïî ðàçâèòèþ ìèðîâîé ýêîíîìèêè äî 2000 ãîäà.

Ëåîíòüåâ áûë êîíñóëüòàíòîì ïðàâèòåëüñòâà Ôðàíêëèíà Ðóçâåëüòà â ïåðèîä ïðîâå-
äåíèÿ èì "Íîâîãî êóðñà", à òàêæå âî âðåìÿ Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû. Â 1970 ãîäó
èçáèðàëñÿ ïðåçèäåíòîì Àìåðèêàíñêîé ýêîíîìè÷åñêîé àññîöèàöèè. Â 1975 ãîäó èç-
áðàëñÿ çàâåäóþùèì êàôåäðîé â Íüþ-Éîðêñêîì óíèâåðñèòåòå, ãäå âñêîðå âîãëàâèë
óíèâåðñèòåòñêèé Èíñòèòóò ýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà. Äîñòèãíóâ 80 ëåò, Ëåîíòüåâ îñ-
òàâèë àäìèíèñòðàòèâíûé ïîñò, íî îñòàëñÿ áåçóñëîâíûì èíòåëëåêòóàëüíûì ëèäåðîì.

Ïðèåçä êðóïíûõ èíîñòðàííûõ ó÷¼íûõ - ýêîíîìèñòîâ â ÑÑÑÐ áûë áîëüøîé ðåä-
êîñòüþ. Âîçìîæíî, çà ýòèì ñòîÿëà ïîëèòèêà, ïîñêîëüêó âèçèò ñîâïàë ñ ïîäãîòîâêîé
ïîåçäêè ñîâåòñêîãî ëèäåðà Õðóù¼âà â ÑØÀ,êîòîðàÿ ïàìÿòíà êîðîòêîé äðóæáîé
Í.Ñ.Õðóù¼âà ñ ïðåçèäåíòîì Ýéçåíõàóýðîì. Ëåîíòüåâ íå áûë ïîëèòè÷åñêîé ôèãóðîé,
íî ñàìà åãî ëè÷íîñòü âîïëîùàëà ñâÿçü îáåèõ íàöèé, à åãî íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ ìîãëè
ïðèãîäèòüñÿ äëÿ ìåæäóíàðîäíîãî ñîòðóäíè÷åñòâà.

Ëåîíòüåâ ïðî÷¼ë ëåêöèþ â Èíñòèòóòå ìèðîâîé ýêîíîìèêè è ìåæäóíàðîäíûõ îòíî-
øåíèé. Åãî ïðèíèìàëè â Ãîñïëàíå, â Èíñòèòóòå ýêîíîìèêè ÀÍ, â Öåíòðàëüíîì
ñòàòèñòè÷åñêîì óïðàâëåíèè. Ïðèåçä Ëåîíòüåâà è åãî áåñåäû ñ ðóêîâîäèòåëÿìè ýòèõ
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ó÷ðåæäåíèé óêðåïèëè ïîçèöèè ýêîíîìèêî - ìàòåìàòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ â ñîâåòñêîé
ýêîíîìèêå, ñâÿçàíííîãî ñ èìåíàìè òàêèõ ó÷¼íûõ, êàê Ë.Â.Êàíòîðîâè÷ (âïîñëåäñòâèè
ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè), Â.Ñ.Íåì÷èíîâ, Â.Â.Íîâîæèëîâ, Í.Ï.Ôåäîðåíêî. Ìî-
æåò áûòü, Öåíòðàëüíûé ýêîíîìèêî - ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÀÍ - âåäóùàÿ îðãàíè-
çàöèÿ â ñòðàíå çàíèìàþùàÿñÿ ýêîíîìèêî - ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì, â ÷¼ì
- òî îáÿçàí ñâîèì îñíîâàíèåì àâòîðèòåòó Ëåîíòüåâà.

Êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, Ëåîíòüåâ - òàëàíòëèâûé ïîïóëÿðèçàòîð íàóêè è íåçàóðÿä-
íûé ëèòåðàòîð. Îí íàãëÿäíî ïîêàçàë ðîäñòâî åãî ìåòîäà è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, â ðàçâèòèå êîòîðîãî âí¼ñ âàæíåéøèé âêëàä Êàíòîðîâè÷,êàê ðàçíûõ, õîòü è
áëèçêèõ, ïîäõîäîâ ê ïðåäìåòó ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè - îáîñíîâàíèþ ýôôåêòèâíûõ è
ðàöèîíàëüíûõ ñïîñîáîâ èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ.

Â 60 - 70 - õ ãîäàõ ìåòîä "çàòðàòû - âûïóñê"è àíàëèç ìåæîòðàñëåâûõ áàëàíñîâ
ïîëó÷èë âñåîáùåå ïðèçíàíèå â ìèðîâîé ýêîíîìè÷åñêîé íàóêå è ñòàëè îáû÷íûìè â
ñòàòèñòè÷åñêîé ïðàêòèêå. Êîãäà ñ 1969 ãîäà íà÷àëîñü ïðèñóæäåíèå Íîáåëåâñêèõ
ïðåìèé ïî ýêîíîìèêå, Ëåîíòüåâ îêàçàëñÿ îäíèì èç ïåðâûõ êàíäèäàòîâ. Îí ñòàë
ëàóðåàòîì â 1973 ãîäó ñ òàêîé ôîðìóëèðîâêîé íàó÷íûõ çàñëóã: "çà ðàçâèòèå ìåòîäà
"çàòðàòû - âûïóñê"è çà åãî ïðèìåíåíèå ê âàæíûì ýêîíîìè÷åñêèì ïðîáëåìàì". Õà-
ðàêòåðíî, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ ëàóðåàòîâ ïðåîáëàäàëè ýêîíîìåòðèêè, ìàòåìàòè÷åñêè è
ñòàòèñòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûå ýêîíîìèñòû, ÷üè ðàáîòû èìåþò íàèáîëåå âûðàæåí-
íîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ýòà ñèòóàöèÿ ðàçèòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñèòóàöèè íû-
íåøíèõ äíåé è êðèòåðèåâ ïðèñóæäåíèÿ Íîáåëåâñêèõ ïðåìèé ïî ýêîíîìèêå.

Íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü Ëåîíòüåâà â ýòîò ïåðèîä ðàçâèâàëàñü â äâóõ ãëàâíûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ. Âî - ïåðâûõ, îí ïðîäîëæàë ïëîäîòâîðíî ðàáîòàòü íàä äèíàìèçàöèåé
ìîäåëè "çàòðàòû - âûïóñê", ÷òîáû îíà ðàáîòàëà ñ ó÷¼òîì òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà,
ìåíÿþùåãî ñòðóêòóðó ýêíîìèêè (â ìîäåëè ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â èçìåíåíèè òåõíîëîãè-
÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ). Ïðàêòè÷åñêè ýòî îñîáåííî âàæíî äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíûõ
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èíâåñòèöèîííûõ ðåøåíèé. Âî - âòîðûõ, îí ïåðåøåë îò àíàëèçà ýêîíîìèêè ÑØÀ
ê àíàëèçó ìèðîâîé ýêîíîìèêè, ìåæðåãèîíàëüíûõ ñâÿçåé â íåé, îòíîøåíèé ìåæäó
ðàçâèòûìè è ðàçâèâàþùèìèñÿ ñòðàíàìè.

Èíòåðåñ Ëåîíòüåâà ê ïðîáëåìàì ìèðîâîé ýêîíîìèêè îïðåäåëèë ñîäåðæàíèå ëåê-
öèè, ïðî÷èòàííîé èì ïî òðàäèöèè ïðè âðó÷åíèè Íîáåëåâñêîé ïðåìèè. Ê ýòîìó âðå-
ìåíè Ëåîíòüåâ óæå âêëþ÷èëñÿ â îãðîìíûé ïðîåêò ïî èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðû ïåð-
ñïåêòèâ ìèðîâîé ýêîíîìèêè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà "çàòðàòû - âûïóñê", êîòîðûé îñó-
ùåñòâëÿëñÿ ïîä ýãèäîé ÎÎÍ è ïîä åãî íàó÷íûì ðóêîâîäñòâîì.

Â íîáåëåâñêîé ëåêöèè îí ïîïóëÿðíî îáúÿñíÿë öåëè è ìåòîäîëîãèþ ýòîãî íåâèäàí-
íîãî ïî ñâîèì ìàñøòàáàì èññëåäîâàíèÿ. Îíî ïîòðåáîâàëî íå òîëüêî çíàíèé è îïûòà
Ëåîíòüåâà, íî è ìîáèëèçàöèè åãî îðãàíèçàòîðñêèõ ñïîñîáíîñòåé, óìåíèÿ ðàáîòàòü ñ
áîëüøèìè êîëëåêòèâàìè ëþäåé ðàçíûõ ïðîôåññèé è êâàëèôèêàöèè. Èòîãè èññëåäî-
âàíèé áûëè îïóáëèêîâàíû â 1977 ãîäó â äîêëàäå "Áóäóùåå ìèðîâîé ýêîíîìèêè",
ïåðåâåä¼ííîé ñïóòÿ äâà ãîäà íà ðóññêèé ÿçûê.

Ïðîåêò, âûïîëíåííûé Ëåîíòüåâûì è åãî ãðóïïîé, ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ãèãàíòñêóþ
ìîäåëü òèïà "çàòðàòû - âûïóñê", â êîòîðîé ìèð áûë ïîäåë¼í íà 15 ðåãèîíîâ ïî
45 ñåêòîðîâ â êàæäîì, ñâÿçàííûõ áàëàíñîâûìè òîðãîâûìè îòíîøåíèÿìè. Àâòîðû
ñòðåìèëèñü ðåàëèñòè÷åñêè îöåíèòü ïåðñïåêòèâû ìèðîâîé ýêîíîìèêè äî 2000 ãîäà, å¼
ïîòðåáíîñòè â îñíîâíûõ âèäàõ ñûðüÿ, ïîòîêè òîâàðîâ è êàïèòàëîâ ìåæäó ãðóïïàìè
ðàçâèòûõ è ðàçâèâàþùèõñÿ ñòðàí. Ýòî áûëà ðàáîòà, áåñïðåöåäåíòíàÿ ïî îáú¼ìó
èñïîëüçóåìîé ñòàòèñòèêè è ïðèìåíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Ñòàòèñòèêî - àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ òàêîãî òèïà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàùó-
ïûâàíèå ïóòåé ê âñåìèðíîé ýêîíîìè÷åñêîé èíòåãðàöèèè è ê ïðîãðàììèðîâàíèþ ìèðî-
âîé ýêîíîìèêè è ìåæäóíàðîäíûõ îòíîøåíèé. Êîíå÷íî, â ñîâðåìåííîé ïîëèòè÷åñêîé
ñèòóàöèè ýòî âûãëÿäèò óòîïèåé, íî ëèøü â òàêîé èíòåãðàöèè ìîæíî âèäåòü ïåðñïåê-
òèâû ÷åëîâå÷åñêîé öèâèëèçàöèè. Ýêîíîìèñòû äîëæíû ñìîòðåòü âûøå ïîëèòè÷åñêèõ
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, íàöèîíàëüíûõ è èíûõ êîíôëèêòîâ è ìîäåëèðîâàòü áëàãîïîëó÷íîå áóäóùåå ÷åëîâå-
÷åñòâà. Èõ çàäà÷à - ðàçðàáàòûâàòü ïóòè â ñôåðå ïðîèçâîäñòâà è îáìåíà, ñïîñîáíûå
ïîìî÷ü â äâèæåíèè ê ýòîé öåëè. Èìåííî îá ýòîì ãîâîðèë Ëåîíòüåâ â 1979 ãîäó. Ìèð
çíà÷èòåëüíî èçìåíèëñÿ, íî ýòè èäåè ñòàëè òîëüêî àêòóàëüíåå.

Â åãî ïóáëèêàöèÿõ, çàòðàãèâàþùèõ èëè ïðÿìî èññëåäóþùèõ ñîâåòñêèå è ðîññèéñ-
êèå ïðîáëåìû, âèäèòñÿ ñâîåîáðàçíîå ñî÷åòàíèå ïîäõîäîâ, êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü
"îòñòðàí¼ííîñòüþ è âîâëå÷¼ííîñòüþ". Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ïîäõîä áëàãîæåëàòåëü-
íîãî èíîñòðàíöà, ó÷¼íîãî - ýêñïåðòà, áåñïðèñòðàñòíî ðàññìàòðèâàþùåãî ïðîáëåìû
äàííîé ñòðàíû. Ñ äðóãîé - ïîäõîä ÷åëîâåêà, äëÿ êîòîðîãî Ðîññèÿ íå òàêàÿ æå ñòðàíà,
êàê äåñÿòêè äðóãèõ, ñ êîòîðûìè îí èìåë äåëî â ñâîåé íàó÷íîé æèçíè. Â 1988 ãîäó
íàó÷íûå çàñëóãè Ëåîíòüâà áûëè ïðèçíàíû, íàêîíåö - òî, â ÑÑÑÐ. Îí áûë èçáðàí
èíîñòðàííûì ÷ëåíîì Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ. Â âîñüìèäåñÿòûå - äåâÿíîñòûå ãîäû
ïðîøëîãî âåêà Ëåîíòüåâ óñòàíîâèë òåñíóþ ñâÿü â ÑÑÑÐ (Ðîññèåé). Îí íåîäíîêðàòíî
ïðèåçæàë â ñâîé ðîäíîé ãîðîä - Ïåòåðáóðã. Åãî ëþáèìûì âûðàæåíèåì áûëî : "Ïî-
áîëüøå áû âåòðà êîíêóðåíöèè â ïàðóñà âàøåé ïëàíîâîé ýêîíîìèêè".

Ïîìèìî Íîáåëåâñêîé ïðåìèè, Ëåîíòüåâ áûë âîçâåä¼í â çâàíèå îôèöåðà îðäåíà
Ïî÷¼òíîãî ëåãèîíà Ôðàíöèè. Îí - ÷ëåí àìåðèêàíñêîé Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê,
Àìåðèêàíñêîé àêàäåìèè íàóê è èñêóññòâ. Ñðåäè ïðî÷èõ åìó ïðèñâîåíû ïî÷¼òíûå
äîêòîðñêèå ñòåïåíè óíèâåðñèòåòîâ Áðþññåëÿ, Éîðêà, Ëóâåíà, Ïàðèæà.

Óìåð Âàñèëèé Ëåîíòüåâ 5 ôåâðàëÿ 1999 ãîäà.
Àíàëèç ýêîíîìèêè ïî ìåòîäó "çàòðàòû - âûïóñê"îòíîñèòñÿ ê òîé îáëàñòè ýêîíîìèêè,

ñîçäàòåëåì êîòîðîé áûë øâåéöàðñêèé ýêîíîìèñò ôðàíöóçñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ 19 -
ãî âåêà Ëåîí Âàëüðàñ. Ïîäõîä Âàëüðàñà èçâåñòåí êàê òåîðèÿ îáùåãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòà
òåîðèÿ ñòàâèò â öåíòð ïðîáëåìû âçàèìîçàâèñèìîñòü âñåõ ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé.
Ìàòåìàòè÷åñêè, â ñàìîì îáùåì âèäå, îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî ñâîåîáðàçíóþ
ñèñòåìó îòíîøåíèé, âûðàæàþùèõ ýêîíîìèêó, êàê åäèíîå öåëîå. Ñâîåîáðàçèå ýòîé
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òåîðèè òàêîâî, ÷òî òîëüêî ëèøü ñïóñòÿ 80 ëåò, â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîäåëè Âàëüðàñà,
îäíàêî ñîõðàíÿþùåì å¼ ñóòü, áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, íàçûâàåìîãî
êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì. Ïðè÷¼ì, äëÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ñàìîé ìàòåìàòèêå
ïðèøëîñü ïðîéòè äîñòàòî÷íî äëèòåëüíûé ïóòü, ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåòè-
÷åñêèå ðàçäåëû, êîòîðûõ íå áûëî, ïîçâîëèâøèå ðåøàòü è èññëåäîâàòü ïîäîáíîãî òèïà
çàäà÷è. Íå ìóäðåíî, ÷òî ïðèâåðæåíöû òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè Âàëüðàñà ñòîëêíóëèñü
ñ òåì, ÷òî ýìïèðè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå å¼ ïðèíöèïîâ îêàçàëîñü êðàéíå ñëîæíîé
çàäà÷åé.

Ñ ñàìîãî íà÷àëà ñâîåé ðàáîòû Ëåîíòüåâ ïðèçíàâàë ñèñòåìó âçàèìîçàâèñèìîñòåé
ìîäåëè Âàëüðàñà. Îäíàêî äî ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ Ëåîíòüåâûì ýòèõ âçàè-
ìîçàâèñèìîñòåé íà ïðàêòèêå, àíàëèç îáùåãî ðàâíîâåñèÿ íå èñïîëüçîâàëñÿ êàê èíñòðó-
ìåíòàðèé â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ïîëèòèêè. Äî íîâîââåäåíèé Ëå-
îíòüåâà ãëàâíûì ìåòîäîì â îñíîâíîì íàïðàâëåíèè ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè áûë àíàëèç
÷àñòè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, ñòàâÿùèé â öåíòð âíèìàíèÿ íåáîëüøîå ÷èñëî èçìåíÿþùèõñÿ
ïåðåìåííûõ. Òàê, íàïðèìåð, ýêîíîìèñò ìîã ðàññ÷èòàòü, êàê íàëîã íà èìïîðòèðóåìóþ
íåôòü ìîã îòðàçèòüñÿ íà ñïðîñå íà àâòîìîáèëüíûé áåíçèí, èãíîðèðóÿ ïðè ýòîì
ëþáûå îòäàë¼ííûå ïîñëåäñòâèÿ, êîòîðûå ýòîò íàëîã ìîã âûçâàòü â ñòàëåëèòåéíîé
ïðîìûøëåííîñòè èëè ãäå åù¼. Ýêîíîìèñòû â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè ñîçíàâàëè
òîò ôàêò, ÷òî àíàëèç ÷àñòè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ ñåðü¼çíî èñêàæàåò ðåàëüíîñòü, åñëè ìàñ-
øòàáû ïðîìûøëåííîñòè èëè ñòåïåíü èçìåíåíèé, êîòîðûå ïîäâåðãàþòñÿ èçó÷åíèþ,
äîñòàòî÷íî âåëèêè. Ïðèìåíåíèå Ëåîíòüåâûì ñèñòåìû Âàëüðàñà äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ
ïðîáëåì è âûçâàëî ïîÿâëåíèå ìåòîäà "çàòðàòû - âûïóñê".

Ïî ñóòè, Ëåîíòüåâ îòêàçàëñÿ îò âñåîáùíîñòè ìîäåëè Âàëüðàñà, ñîõðàíèâ èäåè å¼
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, àãðåãèðîâàë ýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè è ñâ¼ë ìîäåëü ê ñèñòåìå
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöè-
åíòû çàòðàò íà ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêöèè. Ðåàëèñòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà è îòíîñèòåëüíàÿ
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ïðîñòîòà (ïðàâäà, èíîãäà âåñüìà îòíîñèòåëüíàÿ) èçìåðåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ
îïðåäåëèëè îãðîìíûå àíàëèòè÷åñêèå è ïðîãíîñòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ìåòîäà "çà-
òðàòû - âûïóñê".

Ëåîíòüåâ êðèòè÷åñêè îòíîñèëñÿ ê äåÿòåëüíîñòè íåî - êåìáðèäæñêîé øêîëû, ÿð-
êèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðîé áûëè Äæîí Õèêñ è Äæîí Ìåéíàðä Êåéíñ. Âûñòóïàë
ïðîòèâ, êàê îí íàçûâàë, "ñëåïîãî"òåîðåòèçèðîâàíèÿ, ïðèñóùåãî ìíîãèì ïðåäñòàâè-
òåëÿì ýòîé øêîëû. Ëåîíòüåâ âñåãäà áûë óáåæä¼í, ÷òî, ðàçðàáîòàâ è ÷¼òêî ñôîðìóëè-
ðîâàâ òåîðèþ, èññëåäîâàòåëü òîëüêî íà÷èíàåò ðàáîòó. Îñíîâíîé åãî çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ñ ïîìîùüþ òåîðèè ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü ýêîíîìè÷åñêîå
ðàçâèòèå è ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû è èñïîëüçîâàíû íà ïðàêòèêå.
Ëåîíòüåâ âñåãäà ñ÷èòàë, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî â ðåàëüíîñòè.

3.2 Ïîñòðîåíèå ìîäåëè

Îñíîâû ñèñòåìàòèçèðîâàííîé ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè áûëè çàëîæåíû â âîñåìíàä-
öàòîì âåêå Àäàìîì Ñìèòîì. Â äàëüíåéøåì, â òðóäàõ ìíîãèõ ýêîíîìèñòîâ ïîñòåïåííî
ðàñêðûâàëèñü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè, ëåæàùèå â îñíîâå ðàçëè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ
ÿâëåíèé. ×àñòî îêàçûâàëîñü, ÷òî ýòè ÿâëåíèÿ â ñâîåé îñíîâå íåñóò íåêèå ìàòåìà-
òè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè. È, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ìíîãèå èç ýòèõ çàêîíîìåðíîñòåé
áûëè îôîðìëåíû â âèäå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îäíàêî, ðåàëüíàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ
äåéñòâèòåëüíîñòü íàñòîëüêî ñëîæíà, ÷òî íè îäíà îòäåëüíî âçÿòàÿ ìîäåëü íå ìîæåò
àäåêâàòíî îòîáðàçèòü ýòó ðåàëüíîñòü. Òåì íå ìåíåå, åñëè íå çàíèìàòü êðàéíþþ
ïîçèöèþ � ïîñòðîèòü ãëîáàëüíóþ ìîäåëü ýêîíîìèêè, êîòîðàÿ ó÷èòûâàëà áû âñ¼ â íåé
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ïðîèñõîäÿùåå, à çàíÿòüñÿ ïîñòðîåíèåì ìîäåëåé îòðàæàþùèõ êàêèå�ëèáî ÷àñòíûå
ÿâëåíèÿ, òî íà ýòîì ïóòè ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü íà ñîçäàíèå âïîëíå àäåêâàòíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, äîïóñêàþùèõ êàê äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå, òàê è ðàçóìíóþ
ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ. ×àñòî îäíèì èç ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ
ìîäåëè ñëóæèò äåçàãðåãèðîâàíèå (ðàçóêðóïíåíèå) ðåàëüíîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè.
Ñòåïåíè ýòîãî äåçàãðåãèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Ýòî è ìîäåëèðîâàíèå êðóï-
íûõ îáîáùåííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé � íàöèîíàëüíûé äîõîä, çàòðàòû òðóäà
è êàïèòàëà äëÿ åãî ïðîèçâîäñòâà. Ýòî è ìîäåëèðîâàíèå ÷óòü ëè íå àòîìàðíûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ êîíêóðåíòíîé ýêîíîìèêè � ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëåé è ïðîèçâîäèòåëåé.

Â îñíîâå ìíîãèõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé ýêîíîìèêè ëåæèò ñõåìà ìåæîòðàñëåâîãî áà-
ëàíñà. Ïðè ýòîì ïîäõîäå ïðîèçâîäñòâåííûå ïðîöåññû äåçàãðåãèðóþòñÿ (ðàçóêðóïíÿ-
þòñÿ) äî óðîâíÿ ÷èñòûõ îòðàñëåé (ñåêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà). Òàêèì îáðàçîì, äåëàåòñÿ
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðîäóêöèÿ êàæäîé èç ýòèõ îòðàñëåé îäíîðîäíà. Â äàëüíåéøåì,
îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ � àíàëèç ïåðåòîêà ïðîäóêòîâ ìåæäó ýòèìè îòðàñëÿìè. ×èñòàÿ
îòðàñëü � íåêîòîðàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóþùàÿ
ðåàëüíî è ñîäåðæàùàÿ â ñåáå âñå òåõíîëîãè÷åñêèå ñïîñîáû ïðîèçâîäñòâà, âûïóñêàþ-
ùèå îäèí òèï ïðîäóêòà. Âïåðâûå ýòîò ïîäõîä ñèñòåìàòè÷åñêè ïðèìåíÿëñÿ â 1920-
å ãîäû â ÑÑÑÐ. Ïîçäíåå, â 1930-õ ãîäàõ, ýòîò ïîäõîä ïîëó÷èë ñâîå äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå è ïðèîáðåë ñâîé çàêîí÷åííûé êëàññè÷åñêèé âèä â ðàáîòàõ Â.Â. Ëåîíòüåâà
ïî èçó÷åíèþ ñòàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû àìåðèêàíñêîé ýêîíîìèêè. Â 1973 ãîäó Â.Â.
Ëåîíòüåâ ïîëó÷èë çà ñâîè ðàáîòû Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ýêîíîìèêå. Ëåîíòüåâñêèé
ïîäõîä îêàçàëñÿ îêàçàëñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì ïðè ìîäåëèðîâàíèè è èññëåäîâàíèè
êàê ýêîíîìèê ðàçëè÷íûõ ñòðàí, òàê è ìèðîâîé ýêîíîìèêè.

Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïîäîáíûì îáðàçîì ÷àñòè÷íî äåçàã-
ðåãèðîâàííóþ ìîäåëü ýêîíîìèêè, ñëåäóþùèå:

1) â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå ïðîèçâîäÿòñÿ, ïðîäàþòñÿ, ïîêóïàþòñÿ è ïîòðåáëÿþòñÿ
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n òèïîâ ïðîäóêòîâ;
2) êàæäàÿ îòðàñëü ïðîèçâîäèò òîëüêî îäèí òèï ïðîäóêòà. Ñîâìåñòíîå ïðîèçâîäñò-

âî ðàçëè÷íûõ ïðîäóêòîâ èñêëþ÷àåòñÿ. Ðàçíûå îòðàñëè ïðîèçâîäÿò ðàçíûå òèïû ïðî-
äóêòîâ;

3) ïîä ïðîèçâîäñòâåííûì ïðîöåññîì â êàæäîé îòðàñëè ïîíèìàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèå íåñêîëüêèõ òèïîâ ïðîäóêòîâ, âçÿòûõ â îïðåäåë¼ííûõ êîëè÷åñòâàõ, â íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà îäíîãî òèïà. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå çàòðà÷èâàåìûõ è âûïóñêàå-
ìîãî ïðîäóêòîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííûì.

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî n îòðàñëåé è n òèïîâ ïðîäóêòîâ íàõîäÿòñÿ âî
âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè, ò.å. îòðàñëü i âûïóñêàåò ïðîäóêò i.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç aij êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêòà i, i = 1, n íåîáõîäèìîå äëÿ
ïðîèçâîäñòâà îäíîé åäèíèöû ïðîäóêòà j, j = 1, n. Òîãäà âûïóñê λ åäèíèö ïðîäóêòà
j òðåáóåò çàòðàò λaij åäèíèö ïðîäóêòà i. Âåëè÷èíû aij íàçûâàþò òåõíîëîãè÷åñêèìè
êîýôôèöèåíòàìè. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 3) îíè ïîñòîÿííû.

Ïóñòü xj � âûïóñê ïðîäóêòà j â åäèíèöó âðåìåíè (íàïðèìåð, â ãîä, ìåñÿö, è
ò.ä.). Íàçâàíèå âåëè÷èíû xj, â çàâèñèìîñòè îò öåëåé ìîäåëèðîâàíèÿ, ìîæåò áûòü
ðàçëè÷íûì. Ýòî è âàëîâûé âûïóñê îòðàñëè j è èíòåíñèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
îòðàñëè j. ×àñòî ýòè ðàçëè÷íûå íàçâàíèÿ â îäíîì è òîì æå òåêñòå èñïîëüçóþòñÿ êàê
ñèíîíèìû.

×àñòü âàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêòà i ïîòðåáëÿåòñÿ â âèäå çàòðàò, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ïðîèçâîäñòâà âñåõ äðóãèõ ïðîäóêòîâ, âêëþ÷àÿ ñàì ïðîäóêò i, à èìåííî, ýòà ÷àñòü
åñòü âåëè÷èíà n∑

j=1
aijxj. Òîãäà ÷èñòûé âûïóñê i � ãî ïðîäóêòà ðàâåí

xi −
n∑

j=1

aijxj, i = 1, n.

Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñòûé âûïóñê îòðàñëè i êîíå÷íîìó ñïðîñó ci íà ïðîäóêò i, êîòîðûé
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ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íà íåïðîèçâîäñòâåííûå öåëè è íàêîïëåíèå, ïîëó÷àåì ñèñ-
òåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

xi −
n∑

j=1

aijxj = ci, i = 1, n. (3.1)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.1) ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ àíàëèçà ìåæîòðàñëåâûõ ñâÿçåé
ìåòîäîì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ "çàòðàòû � âûïóñê". Ïðè óêàçàííîì âûøå ïîäõîäå,
ïåðåìåííûå ci ïîíèìàþòñÿ êàê âåëè÷èíû ýêçîãåííûå, çàäàííûå èçâíå ïî îòíîøåíèþ
ê ìîäåëè. Ñóòü ëåîíòüåâñêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè âåêòîðà âàëîâîãî
âûïóñêà (èíòåíñèâíîñòåé òåõíîëîãè÷åñêèõ ñïîñîáîâ) x = (x1, x2, · · · , xn) ïî çàäàí-
íîìó àïðèîðè âåêòîðó êîíå÷íîãî ñïðîñà c = (c1, c2, · · · , cn) â ðàìêàõ äàííûõ òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé, îïèñûâàåìûõ êîýôôèöèåíòàìè aij, i = 1, n, j = 1, n. Ñèñ-
òåìó (3.1) ñ óêàçàííîé èíòåðïðåòàöèåé âõîäÿùèõ â íå¼ âåëè÷èí è íàçûâàþò ìîäåëüþ
Ëåîíòüåâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç òåõíîëîãè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ
aij, i = 1, n, j = 1, n. Òîãäà ìîäåëü Ëåîíòüåâà ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíî � ìàòðè÷-
íîì âèäå:

x− Ax = c. (3.2)

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ìîäåëè Ëåîíòüåâà ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé E − A ïðè íåèçâåñòíûõ
x ∈ Rn. Âðîäå áû íè÷åãî îñîáåííîãî, îäíàêî ýêîíîìè÷åñêàÿ òðàêòîâêà âåëè÷èí
A, x, c íàêëàäûâàåò ñïåöèôè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ: xi ≥ 0, ci ≥ 0, aij ≥ 0. Òî åñòü,
ïðè çàäàííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåêòîðå c ∈ Rn è ìàòðèöå A íàéòè íåîòðèöàòåëüíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2). Òåïåðü óæå íå ñòîëü î÷åâèäåí îòâåò íà âîïðîñ:
ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðåøåíèå è êîãäà? Áóäåì â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, ìàòðèöó
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A ñ íåîòðèöàòåëüíûìè (ïîëîæèòåëüíûìè) ýëåìåíòàìè aij ≥ 0(aij > 0) îáîçíà÷àòü
A ≥ 0(A > 0). Ýòî ñëåäóåò çàìåòèòü, ïîñêîëüêó â ìàòåìàòèêå îáîçíà÷åíèå A ≥ 0(A >

0) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìàòðèö íåîòðèöàòåëüíî (ïîëîæèòåëüíî) îïðåäåë¼ííûõ.
Åñëè ðåøåíèå x ≥ 0 ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì âåêòîðå c ≥
0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìîäåëü Ëåîíòüåâà ïðîäóêòèâíà. Ñòðóêòóðà ìîäåëè Ëåîíòüåâà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òåõíîëîãè÷åñêîé ìàòðèöåé A. Ïîýòîìó ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî
ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.2) â âèäå:

(E − A)x = c.

Åñëè ìàòðèöà E−A íåâûðîæäåíà, òî ñèñòåìà (3.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

x = (E − A)−1c.

Òîãäà, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû (E − A)−1
ij ≥ 0, i =

1, n, j = 1, n, ëþáîé íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð c ≥ 0 äà¼ò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå
x ≥ 0 ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2).

Îáðàòíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçD = E−A. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöûD ñëåäóåò, ÷òî âñå
å¼ âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû dij ≤ 0, i 6= j. Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà D íåâûðîæäåíà.

Åñëè ìîäåëü Ëåîíòüâà ïðîäóêòèâíà, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà c ≥ 0 ñóùåñòâóåò
íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå x ≥ 0 ñèñòåìû (3.2). Âûáåðåì âåêòîð c ∈ Rn ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûì: c > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (3.2) � âåêòîð x óäîâ-
ëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó x ≥ c > 0. Âûïèøåì i � å óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.2):

n∑
j=1

dijxj = ci, i = 1, n.

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:
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diixi +
∑
j 6=i

dijxj = ci, i = 1, n.

Ïîñêîëüêó èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:

xj > 0, ci > 0,
∑
j 6=i

dijxj ≤ 0,

òî îíè âîçìîæíû òîëüêî ïðè dii > 0, i = 1, n.
Óïðîùàÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû D, âû÷èñëèì åãî.

|D| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d11 d12 · · · d1n

d21 d22 · · · d2n

· · · · · · · · · · · ·

dn1 dn2 · · · dnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d11 d12 · · · d1n

0 d
(1)
22 · · · d

(1)
2n

· · · · · · · · · · · ·

0 d
(1)
n2 · · · d(1)

nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= d11 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d
(1)
22 · · · d

(1)
2n

· · · · · · · · ·

d
(1)
n2 · · · d(1)

nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ãäå d(1)
ij = dij −

d1jdi1

d11

, i, j = 2, n.
Åñëè i 6= j, òî d(1)

ij ≤ 0, â ñèëó íåïîëîæèòåëüíîñòè dij, i 6= j è ïîëîæèòåëüíîñòè
d11 > 0. Ïðîâåä¼ííîå óïðîùåíèå åñòü íè ÷òî èíîå êàê ïåðâûé øàã ìåòîäà Ãàóññà.
Âû÷èñëèì ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (3.2) ïðè ýòîì óïðîùåíèè:

c
(1)
i = ci −

di1c1
d11

, i = 2, n.

Òàê êàê ci > 0, di1 ≤ 0, i = 1, n, d11 > 0, òî c(1)
i > 0. Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèÿ

ìåòîäà Ãàóññà íå èçìåíÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî òîò æå âåêòîð
x > 0 � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.2), áóäåò òàêæå ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

D(1)x = c(1),

ãäå c(1) = (c1, c
(1)
2 , · · · , c(1)

n ); ìàòðèöà
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D(1) =



d11 d12 · · · d1n

0 d
(1)
22 · · · d

(1)
2n

· · · · · · · · · · · ·

0 d
(1)
n2 · · · d(1)

nn


.

Âûïèøåì ïîêîìïîíåíòíî óðàâíåíèÿ äàííîé ñèñòåìû, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî:

d
(1)
ii +

∑
j 6=i

d
(1)
ij xj = c

(1)
i , i = 2, n.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ c(1)
i > 0, d

(1)
ij ≤ 0, xj > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî d(1)

ii > 0.
Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû D, óïðî-

ùàÿ åãî ïî ìåòîäó èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà åù¼ (n − 2) ðàçà, ïîëó÷èì, ÷òî îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû D ðàâåí îïðåäåëèòåëþ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû:

D(n−1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d11 d12 · · · d1n

0 d
(1)
22 · · · d

(1)
2n

· · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · d(n−1)
nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3.3)

ãäå

d
(s)
ij = d

(s−1)
ij −

d
(s−1)
sj d

(s−1)
is

d
(s−1)
ss

, i, j = s, n, s = 1, n− 1. (3.4)

Ïðè s = 1 âåëè÷èíû d0
ij = dij.

Î÷åâèäíî,

|D| = |D(n−1)| = d11 · d(1)
22 · · · · · d(n−1)

nn > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà D = E − A íåâûðîæäåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
îáðàòíàÿ ìàòðèöà (E − A)−1. Òàê êàê ïðè ëþáîì âåêòîðå c ≥ 0 ðåøåíèå ñèñòåìû
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(3.2) � âåêòîð x ≥ 0, òî èç ñîîòíîøåíèÿ x = (E − A)−1c ñëåäóåò, ÷òî ýòî âîçìîæíî
òîëüêî ïðè óñëîâèè (E − A)−1

ij ≥ 0, i, j = 1, n.
Îïðåäåëåíèå 1. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà D íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îáðàòè-

ìîé, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò D−1;

2) D−1
ij ≥ 0, i, j = 1, n.

Ïîäâîäÿ èòîã âûøåïðèâåä¼ííûì ðàññóæäåíèÿì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êðèòå-
ðèé ïðîäóêòèâíîñòè ìîäåëè Ëåîíòüåâà.

Òåîðåìà 1. Ìîäåëü Ëåîíòüåâà (3.2) ïðîäóêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìàòðèöà E − A íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñëåäóåò íåñêîëüêî áîëüøåå, ÷åì òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.

1). Â îïðåäåëåíèè ïðîäóêòèâíîñòè ìîäåëè Ëåîíòüåâà âìåñòî óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ x ≥ 0 ñèñòåìû (3.2) ïðè ëþáîì íåîòðèöàòåëüíîì
âåêòîðå c ≥ 0 äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ x > 0 ñèñòåìû (3.2) ïðè
íåêîòîðîì c > 0.

2). Ôàêòè÷åñêè áûëà ïîêàçàíà íå ïðîñòî íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû D, íî è
ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãëàâíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû D. Ýòî íå ñëó-
÷àéíî.

Òåîðåìà 2 (Õîêèíñ - Ñàéìîí). Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîäåëü Ëåîíòüåâà áûëà

ïðîäóêòèâíîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíûå ãëàâíûå ìèíîðû

ìàòðèöû D = E − A, ò.å. ìèíîðû âèäà

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d11 · · · d1k

· · · · · · · · ·

dk1 · · · dkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, k = 1, n.
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áûëè ïîëîæèòåëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü áûëà ïîêàçàíà ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü c ≥ 0 - ïðîèçâîëüíûö íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð x ≥ 0 - ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.2).

Ðåøèì ñèñòåìó (3.2) ìåòîäîì Ãàóññà. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû D ê âèäó (3.3),
èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãëàâíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû D

ñëåäóåò, ÷òî d11 > 0, d
(1)
22 > 0, · · · , d(n−1)

nn > 0. Âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
D(n−1) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.4) è âñå îíè íåïîëîæèòåëüíû. Ïðàâûå ÷àñòè
ñèñòåìû (3.2) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ìåòîäà Ãàóññà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

c
(s)
i = c

(s−1)
i − d

(s−1)
is c(i−1)

s

d
(s−1)
ss

, i = s, n, i = 1, n− 1.

Ïðè s1 = 1 âåëè÷èíà c
(0)
i = ci. Â ñèëó ñòîðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè d(s−1)

ss > 0,
íåîòðèöàòåëüíîñòè c

(s−1)
i ≥ 0, c(s−1)

s ≥ 0 è íåïîëîæèòåëüíîñòè d
(s−1)
is âåëè÷èíà

c(n−1)
n ≥ 0. Òîãäà èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ

d(n−1)
nn xn = c(n−1)

n

íàõîäèì xn =
c(n−1)
n

d
(n−1)
nn

è, âûïîëíÿÿ îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà, óáåæäàåìñÿ, ÷òî è âñå
îñòàëüíûå ïåðåìåííûå xn−1, · · · , x1 òàêæå íåîòðèöàòåëüíû. Îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî
ìîäåëü Ëåîíòüåâà ïðîäóêòèâíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íà ïðîäóêòèâíîñòü ìîäåëü Ëåîíòüåâà, îïðåäåëÿåìóþ
ìàòðèöåé
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A =


0.1 0.2 0.6

0.3 0.5 0.1

0.4 0.2 0.2

 .

1). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1. Ìàòðèöû

E − A =


0.9 −0.2 −0.6

−0.3 0.5 −0.1

−0.4 −0.2 0.8

 ,

(E − A)−1 =
1

0, 386


0.38 0.28 0.32

0.28 0.48 0.27

0.26 0.26 0.39

 .

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà E − A íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, òî ìîäåëü Ëåîíòüåâà ïðî-
äóêòèâíà.

2). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû E−A

åñòü:

|E − A|1 = 0.9, |E − A|2 = 0.39, |E − A| = 0.386.

Ïîñêîëüêó âñå îíè ïîëîæèòåëüíû, òî ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà.
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Ãëàâà 4

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÎÄÅËÈ

ËÅÎÍÒÜÅÂÀ

4.1 Íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû

Òåõíîëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà A â ìîäåëè Ëåîíòüåâà îïèñûâàåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó
îòðàñëÿìè â ñìûñëå âçàèìíûõ ïîñòàâîê ïðîäóêöèè. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A ìîãóò
áûòü êàê ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è íóëåâûìè. Ïîëîæèòåëüíîñòü ýëåìåíòà aij

îçíà÷àåò, ÷òî îòðàñëü j íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóåò ïðîäóêöèþ îòðàñëè i. Åñëè æå
aij = 0, òî íåïîñðåäñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ íåò. Ðàñïîëîæåíèå íóëåâûõ ýëåìåíòîâ
â ìàòðèöå A èãðàåò áîëüøóþ ðîëü êàê ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ìîäåëè Ëåîíòüåâà,
òàê è ïðè ïðèíÿòèè êîíêðåòíûõ ðåøåíèé. Åñëè íóëåâûå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåííû â
îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå, òî ýòî ïîçâîëÿåò ðàçáèòü (ðàçëîæèòü) ìîäåëü Ëåîíòüåâà íà
íåêîòîðûå ãðóïïû îòðàñëåé, ïðîèçâîäñòâî â êîòîðûõ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ áîëåå

55



èëè ìåíåå íåçàâèñèìî. Êîíðåòèçèðóåì ýòî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìíîæåñòâî ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: N = {1, 2, · · · , n}.

Íàïîìíèì, ÷òî n � ýòî êîëè÷åñòâî îòðàñëåé (ïðîäóêòîâ) â ìîäåëè Ëåîíòüåâà. Ïóñòü
S ⊂ N - íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ′ = N\S - äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà
S äî ìíîæåñòâà N .

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî S èçîëèðîâàííûì ïîäìíîæåñò-

âîì â N , åñëè aij = 0 ïðè j ∈ S, i ∈ S ′.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè â ìíîæåñòâå N

íåò èçîëèðîâàííûõ ïîäìíîæåñòâ.

Åñëè â ìíîæåñòâå N åñòü èçîëèðîâàííûå ïîäìíîæåñòâà, òî ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ
ðàçëîæèìîé.

Ïîíÿòèå èçîëèðîâàííîãî ìíîæåñòâà S äîïóñêàåò õîðîøóþ ýêîíîìè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ: îòðàñëè, íîìåðà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó S, íå íóæäàþòñÿ
â òîâàðàõ, ïðîèçâîäèìûõ îòðàñëÿìè, íîìåðà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó S ′.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî îòðàñëåé S â îòíîøåíèè ïîñòàâîê ðåñóðñîâ íàõîäèòñÿ â
ðåæèìå ñàìîîáåñïå÷åíèÿ (àâòàðêèè), ò.å. ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåçàâèñèìî îò îñòàëü-
íûõ îòðàñëåé. Íî òàêàÿ àâòàðêèÿ íå îáÿçàòåëüíî èìååò ìåñòî ïî îòíîøåíèþ ê ñáûòó
ïðîäóêöèè îòðàñëåé èç S, ò.å. íå îáÿçàòåëüíî aij = 0, i ∈ S, j ∈ S ′.

Îäíàêî, åñëè æå è ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî, òî ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñ-
òåìà ïîëíîñòüþ ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ãðóïïû îòðàñëåé S è S ′, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ðàáîòàåò â ðåæèìå ïîëíîãî ñàìîîáåñïå÷åíèÿ è ìåæäó íèìè íå ïðîèñõîäèò íè êàêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ.

Åñëè ìàòðèöà A ≥ 0 ðàçëîæèìà, òî ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåíóìåðàöèè îòðàñëåé è òîâàðîâ, å¼ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:
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A =

 A1 A2

0 A3

 , (4.1)

ãäå A1, A3 � êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû ìàòðèöû A ïîðÿäêîâ k è n− k, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Çäåñü k - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå S. A2 � ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîäìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè k × (n − k), 0 - ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîäìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n − k) × k,
ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé. Åñëè èìååò ìåñòî ïîëíàÿ àâòàðêèÿ, òî è ïîäìàòðèöà A2 = 0.
Îòñþäà ñëåäóåò âàæíûé âûâîä - åñëè ìîäåëü Ëåîíòüåâà îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè
ðàçëîæèìîé ìàòðèöû, òî âûÿâèâ èçîëèðîâàííûå ìíîæåñòâà (èõ ìîæåò áûòü íåñêîëü-
êî), ìîæíî êàê óïðîñòèòü èññëåäîâàíèå ìîäåëè, òàê è ëó÷øå ïîíÿòü ñóòü ìîäåëèðóå-
ìîãî îáúåêòà. Ïîíÿòèå íåðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû òàêæå äîïóñêàåò ýêîíîìè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ. Íåðàçëîæèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ îòðàñëü õîòÿ áû êîñâåííî,
íî èñïîëüçóåò ïðîäóêöèþ âñåõ îñòàëüíûõ îòðàñëåé. Åñëè aij > 0, òî êàê îòìå÷àëîñü
âûøå, èñïîëüçîâàíèå íåïîñðåäñòâåííîå, åñëè aij = 0, òî íåïîñðåäñòâåííîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ íåò, íî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðàñëåé ñ èíäåêñàìè i1, i2, · · · , im,
ãäå i1 = i, im = j òàêàÿ, ÷òî aisis+1 > 0, s = 1,m− 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòðàñëü j
èñïîëüçóåò íåïîñðåäñòâåííî ïðîäóêöèþ îòðàñëè im−1, ïîñêîëüêó aim−1j > 0, îòðàñëü
im−1 èñïîëüçóåò íåïîñðåäñòâåííî ïðîäóêöèþ îòðàñëè im−2, òàê êàê aim−2im−1 > 0 è
òàê äàëåå. Îòðàñëü i2 èñïîëüçóåò íåïîñðåäñòâåííî ïðîäóêöèþ îòðàñëè i, ïîñêîëüêó
êîýôôèöèåíò aii2 > 0. Íà ñàìîì äåëå äàííîå ñâîéñòâî îáðàòèìî, ò.å. èç ñóùåñòâîâàíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðàñëåé ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñëåäóåò íåðàçëîæèìîñòü ìàò-
ðèöû A.

×àñòî îïðåäåëåíèå ðàçëîæèìîé ìàòðèöû òàêîâî: ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ðàçëî-
æèìîé, åñëè å¼ ìîæíî ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê ïðåäñòàâèòü â
áëî÷íîì âèäå (4.1). Ïîä ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê ïîíèìàåòñÿ ìàòðèöà, óìíîæåíèå íà
êîòîðóþ ïðèâîäèò ê ïåðåñòàíîâêå ñòðîê èëè ñòîëáöîâ èñõîäíîé ìàòðèöû. Íàïðèìåð,
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åñëè â åäèíè÷íîé ìàòðèöå E ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðâóþ è âòîðóþ ñòðîêè, òî ïîëó-
÷èì ìàòðèöó ïåðåñòàíîâîê, óìíîæåíèå íà êîòîðóþ ñïðàâà ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé
ìàòðèöû A âåä¼ò ê ïåðåìåíå â ýòîé ìàòðèöå ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëáöîâ ìåñòàìè,
à óìíîæåíèå íà ýòó æå ìàòðèöó ñëåâà âåä¼ò ê ïåðåìåíå ìåñòàìè ïåðâîé è âòîðîé
ñòðîê ìàòðèöû A.

Ðàññìîòðèì ðÿä ñâîéñòâ íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö, âûäåëÿþùèõ èõ èç ïðîèçâîëü-
íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.

1). Â íåðàçëîæèìîé ìàòðèöå A ≥ 0 íåò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñòðîêà ñ íîìåðîì i - íóëåâàÿ. Îáîçíà÷èì S =

N \ {i}, S ′ = {i}. Òîãäà aij = 0, i ∈ S ′, j ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, S � èçîëèðîâàííîå
ìíîæåñòâî è ìàòðèöà A ðàçëîæèìà, ÷åãî íå ìîæåò áûòü.

2). Åñëè ìàòðèöà A ≥ 0 íåðàçëîæèìà è âåêòîð x ∈ Rn ñòðîãî ïîëîæèòåëåí

x > 0, òî Ax > 0.

Ðàññìîòðèì i - þ êîìïîíåíòó âåêòîðà Ax:

(Ax)i =
n∑

j=1

aijxj > 0,

ò.ê. âåêòîð x > 0, à â ìàòðèöå A íåò íóëåâûõ ñòðîê.
3). Ïóñòü ìàòðèöà A ≥ 0 íåðàçëîæèìà. Âåêòîð x ≥ 0, x 6= 0. Îáîçíà÷èì

S = {i : xi > 0}, y = Ax, T = {i : yi > 0}, S ′ = N \ S. Òîãäà åñëè S ′ 6= ∅, òî

S ′
⋂
T 6= ∅.

Ïóñòü T ′ = N \ T . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: S ′ ⋂T = ∅. Òîãäà S ′ ⊂ T ′. Âûáåðåì
èíäåêñ i ∈ S ′. Èç ïðåäûäóùåãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî i ∈ T ′. Òîãäà èìååì ñëåäóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

yi =
n∑

j=1

aijxj =
∑
j∈S

aijxj = 0.
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Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî j ∈ S xj > 0, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü
ïðè aij = 0, ïðè i ∈ S ′, j ∈ S. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû A.

4). Åñëè A ≥ 0 � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà, âåêòîð x ≥ 0, x 6= 0, òî âåêòîð

y = (E + A)x èìååò ìåíüøå íóëåâûõ êîîðäèíàò, ÷åì âåêòîð x, åñëè âåêòîð x íå

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì.

Íà ñàìîì äåëå, y = (E + A)x = x + Ax. Òîãäà íåíóëåâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà y
� ýòî íåíóëåâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà x, à òàêæå ÷àñòü íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà
Ax, ñòîÿùèõ íà ìåñòå ÷àñòè íóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà x, ïî ñâîéñòâó 3).

5). Ïóñòü A ≥ 0 � íåðàçëîæèìà è âåêòîð x ≥ 0, x 6= 0. Òîãäà èç âûïîëíåíèÿ

íåðàâåíñòâà Ax ≤ αx ñëåäóåò, ÷òî α > 0, x > 0.

Åñëè x > 0 òî, î÷åâèäíî, ÷òî α > 0. Åñëè x ≥ 0, x 6= 0, òî Ax ≥ 0, Ax 6= 0.
Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî 3), ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Ax ≤ αx íåâîçìîæíî,
åñëè íå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ α > 0, x > 0.

6). Ïóñòü A ≥ 0 � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà ìàòðèöà (E +

A)n−1 > 0.

Èç ñâîéñòâà 4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ≥ 0, x 6= 0 âåêòîð (E+A)n−1x >

0. Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà (E + A)n−1 > 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò (E + A)n−1

ij = 0. Âûáåðåì âåêòîð x ∈ Rn, òàêèì, ÷òî íà j � îì ìåñòå êîìïî-
íåíòà xj > 0, à âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ. Òîãäà x ≥ 0, x 6= 0. Â ýòîì
ñëó÷àå

((E + A)n−1x)i =
n∑

k=1

(E + A)n−1
ik xk = (E + A)n−1

ij xj = 0.

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ((E + A)n−1x)i > 0.
7). Ïóñòü A ≥ 0 � íåðàçëîæèìà. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ (i, j) ñóùåñò-

âóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî Am
ij > 0.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà äëÿ ìàòðèöû (E + A)n−1:

(E + A)n−1 =
n−1∑
i=0

Ci
n−1A

i = E + C1
n−1A+ C2

n−1A
2 + · · · Cn−1

n−1A
n−1.

Çäåñü C l
k � áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Åñëè i 6= j, òîãäà èç óñëîâèÿ (E + A)n−1 > 0 ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû â îäíîì
èç ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà íà ìåñòå (i, j) ñòîèò íåíóëåâîé ýëåìåíò.
Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè m, îòâå÷àþùèé ýòîìó ñëàãàåìîìó è áóäåò èñêîìûì.

Ïóñòü òåïåðü i = j. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A(E+A)n−1. Ïîñêîëüêó (E+A)n−1 > 0,
òî èç ñâîéñòâà 2) ñëåäóåò, ÷òî A(E+A)n−1 > 0. Åù¼ ðàç âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé
áèíîìà Íüþòîíà:

A(E + A)n−1 = A+ C1
n−1A

2 + · · ·+ Cn−1
n−1A

n > 0

è, ïîâòîðèâ âûøåïðèâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè m òàêîé, ÷òî Am

ii > 0.
8).Ìàòðèöà A ≥ 0 íåðàçëîæèìà òîäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ

(i, j) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ {is}m
s=0 òàêàÿ, ÷òî i0 = i, im =

j, 1 ≤ is ≤ m, à ýëåìåíòû aisis+1 > 0.

Ïî ñâîéñòâó 7), äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ (i, j) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
m òàêîå, ÷òî Am

ij > 0. Âûïèøåì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äàííîãî ýëåìåíòà:

Am
ij =

n∑
i1=1

n∑
i2=1

· · ·
n∑

im−1=1

aii1ai1i2 · · · aim−1j > 0.

Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè aisis+1 , íàéä¼òñÿ ñëàãàåìîå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîå. Ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ {is}, s = 1,m− 1, äîïîëíåííàÿ
i0 = i, im = j è îáðàçóåò èñêîìóþ.

Îáðàòíî. Ïóñòü óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîé
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ïàðû èíäåêñîâ (i, j). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ≥ 0 ðàçëîæèìà, ò.å. ñóùåñòâóåò
èçîëèðîâàííîå ìíîæåñòâî S. Âûáåðåì èïäåêñû (i, j) òàê, ÷òîáû i ∈ S ′, j ∈ S. Òîãäà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {is}m

s=0 äëÿ èíäåêñîâ (i, j) íàéä¼òñÿ ïàðà èíäåêñîâ ik, ik+1 òàêàÿ,
÷òî ik ∈ S ′, ik+1 ∈ S. Â ñèëó ðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû A ≥ 0, ýëåìåíò aikik+1

=

0, îäíàêî ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {is}m
s=0 ýëåìåíò aikik+1

> 0. Äàííîå
ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò äîñòàòî÷íîñòü.

9). Ïóñòü ìàòðèöà A ≥ 0 íåðàçëîæèìà, m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà â ìàò-

ðèöå Am íåò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñòðîêà ñ èíäåêñîì i íóëåâàÿ, ò.å.

Am
ij = 0, j = 1, n.

Ïðåäñòàâèì Am = A · Am−1. Òîãäà

Am
ij =

n∑
k=1

aikA
m−1
kj = 0, j = 1, n.

Òàê êàê ìàòðèöà A íåðàçëîæèìà, òî â ìàòðèöå A, ïî ñâîéñòâó 1), ñòðîêà i íåíóëå-
âàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ èíäåêñ k òàêîé, ÷òî aik > 0. Òîãäà Am−1

kj = 0, j = 1, n.
Òî åñòü â ìàòðèöå Am−1 ñòðîêà ñ íîìåðîì k íóëåâàÿ. Ïðîâîäÿ èíäóêöèþ, ïîëó÷àåì,
÷òî è â ìàòðèöå A åñòü íóëåâàÿ ñòðîêà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó 1).

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà A > 0 íåðàçëîæèìà. È
íåîòðèöàòåëüíûå íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèåì ìíîæåñòâà ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö ñ ñîõðàíåíèåì èõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ. Ëåãêî çàìåòèòü, åñëè
â êâàäðàòíîé ìàòðèöå A ≥ 0 ïîðÿäêà n èìååòñÿ ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì n − 1 íóëåâûõ
ýëåìåíòîâ, òî îíà íåðàçëîæèìà. Óêàæåì ðÿä ñâîéñòâ ðàçëîæèìûõ ìàòðèö, ñëåäóþ-
ùèõ èç îïðåäåëåíèÿ.

1). Ìàòðèöà A ≥ 0 ðàçëîæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçëîæèìà ìàòðè-
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öà AT .

Íà ñàìîì äåëå, åñëè aij = 0, êîãäà i ∈ S ′, j ∈ S, ãäå S ⊂ N � èçîëèðîâàííîå
ìíîæåñòâî ìàòðèöû A, ìíîæåñòâî S ′ = N \ S. Òîãäà äëÿ ìàòðèöû AT â êà÷åñòâå
èçîëèðîâàííîãî ïîäìíîæåñòâà áóäåò âûñòóïàòü ìíîæåñòâî S ′. Ïîýòîìó èç ðàçëî-
æèìîñòè ìàòðèöû A ñëåäóåò ðàçëîæèìîñòü ìàòðèöû AT . Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé
ñëåäóåò ðàçëîæèìîñòü ATT = A èç ðàçëîæèìîñòè AT .

2). Ìàòðèöà A ≥ 0 ðàçëîæèìà òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñêàëÿð α ≥ 0 è âåê-

òîð x ≥ 0, x 6= 0, íå âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíû, óäîâëåòâîðÿþùèå

íåðàâåíñòâó Ax ≤ αx.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S = {i : xi > 0}. Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà x ñëåäóåò, ÷òî
ìíîæåñòâî S 6= ∅ è S 6= N . Èç óñëîâèÿ Ax ≤ αx èìååì

n∑
j=1

aijxj =
∑
j∈S

aijxj ≥ 0

ïðè i ∈ S ′ = N \ S. Íî òîãäà aij = 0, i ∈ S ′, j ∈ S è S � èçîëèðîâàííîå ìíîæåñòâî.
Çíà÷èò ìàòðèöà A ðàçëîæèìà.

4.2 Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà

Óñòàíîâèì îäèí èç âàæíåéøèõ ôàêòîâ òåîðèè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö � òåîðåìó
Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà. Ýòîò ðåçóëüòàò åñòü ïðîÿâëåíèå ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíîñòè
ìàòðèöû ïðè èññëåäîâàíèè å¼ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Òåîðåìà 1 (Ôðîáåíèóñ � Ïåððîí). Ïóñòü A ≥ 0 íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà ìàòðèöà A èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λA òàêîå, ÷òî:
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1) λA > 0;

2) λA ≥ |λ| äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà λ ìàòðèöû A;

3) ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λA îòâå÷àåò åäèíñòâåííûé, ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿð-

íîãî ìíîæèòåëÿ, ñîáñòâåííûé âåêòîð xA > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e = (1, 1, · · · , 1) ∈ Rn. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

minu,

(A− λE)x ≤ ue, xT e = 1, x ≥ 0.

(4.2)

Âåêòîð ïåðåìåííûõ äàííîé çàäà÷è åñòü (x, u) = (x1, · · · , xn, u) ∈ Rn+1. Ñêàëÿð
λ ∈ R1 � íåêîòîðûé ïàðàìåòð.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

X = {x ∈ Rn : x ≥ 0, xT e = 1}.

Ìíîæåñòâî X � ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ - çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.
Ïóñòü u(λ) � çíà÷åíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (4.2) ïðè ôèêñèðîâàííîì
λ ∈ R1. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ âèä öåëåâîé ôóíêöèè è ñòðóêòóðó îãðàíè÷åíèé, çíà÷åíèå
u(λ) çàäà÷è (4.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

u(λ) = min
x∈X

max
1≤i≤n

((A− λE)x)i.

Òàê êàê ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {1, 2, · · · , n} êîíå÷íî, ìíîæåñòâî X çàìêíóòî è
îãðàíè÷åííî, òî äëÿ êàæäîãî λ ∈ R1 çíà÷åíèå u(λ) êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
ëþáîì λ ∈ R1 çàäà÷à (4.2) èìååò ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ u(λ) íåïðåðûâíà
íà R1. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ðàçîáü¼ì íà äâà ýòàïà. Îáîçíà÷èì
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f(x, λ) = max
1≤i≤n

((A− λE)x)i,

A(x, λ) = arg max f(x, λ) = {i : f(x, λ) = ((A− λE)x)i}.

Ïóñòü (x∗, λ∗) ∈ X × R1 - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Åñëè A(x∗, λ∗) ñîñòîèò èç åäèíñò-
âåííîãî ýëåìåíòà l, òî f(x∗, λ∗) = ((A − λ∗E)x∗)l è íåïðåðûâíîñòü f(x, λ) â òî÷êå
(x∗, λ∗) ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè â äàííîé òî÷êå ôóíêöèè ((A − λE)x)l. Åñëè æå
A(x∗, λ∗) ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè, òî äëÿ âñåõ k, l ∈ A(x∗, λ∗) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

((A− λ∗E)x∗)l = ((A− λ∗E)x∗)k.

Òîãäà, ò.ê. êàæäàÿ ôóíêöèÿ ((A − λE)x)l, l ∈ A(x∗, λ∗) íåïðåðûâíà â òî÷êå
(x∗, λ∗), òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(xs, λs)} ñõîäÿùåéñÿ ê (x∗, λ∗), ñîîòâåòñò-
âóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {((A − λsE)xs)l}, l ∈ A(x∗, λ∗) çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõî-
äÿòñÿ ê ((A− λ∗E)x∗)l, l ∈ A(x∗, λ∗), ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ñîâïàäåíèÿ ïîñëåäíèõ
ïðè l ∈ A(x∗, λ∗), ïîëó÷àåì íåïðåðûâíîñòü f(x, λ) â òî÷êå (x∗, λ∗). À â ñèëó ïðîèç-
âîëüíîñòè òî÷êè (x∗, λ∗) è íà âñ¼ì ìíîæåñòâå X ×R1.

Ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

u(λ) = min
x∈X

f(x, λ)

íà R1. Ïóñòü {λs} - ïðîèçâîëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è

λ∗ = lim
s→∞

λs.

Îáîçíà÷èì

64



B(λ) = arg min
x∈X

f(x, λ) = {x ∈ X : f(x, λ) = u(λ)}.

Òîãäà êàæäîìó ýëåìåíòó λs ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λs} ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî
B(λs). Âûáåðåì èç êàæäîãî ìíîæåñòâà B(λs) ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ýëåìåíò xs. Òàê
êàê ìíîæåñòâî X çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, òî, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xs} ñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷èì

x∗ = lim
s→∞

xs.

Òîãäà èìååì f(xs, λs) ≤ f(x, λs) äëÿ êàæäîãî x ∈ X. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f(x, λ)

ïî (x, λ), ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

lim
s→∞

f(xs, λs) ≤ lim
s→∞

f(x, λs).

Òàê êàê

lim
s→∞

f(xs, λs) = f(x∗, λ∗),

lim
s→∞

f(x, λs) = f(x, λ∗),

òî f(x∗, λ∗) ≤ f(x, λ∗) äëÿ êàæäîãî x ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x∗, λ∗) = u(λ∗).
Òîãäà èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

lim
s→∞

u(λs) = lim
s→∞

f(xs, λs) = f(x∗, λ∗) = u(λ∗)

è ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè u(λ) â òî÷êå λ∗ è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ýòîé
òî÷êè, íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R1.

Ïîêàæåì, ÷òî u(λ) ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò íà R1. Íà ñàìîì äåëå. Ïóñòü λ1 > λ2.
Òîãäà äëÿ êàæäîãî èíäåñà i ∈ {1, 2, · · · , n}, êàæäîãî x ∈ X èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
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((A− λ1E)x)i ≤ ((A− λ2E)x)i.

Îïåðàöèè íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ çíàêà íåðàâåíñòâà
íå ìåíÿþò. Òàêèì îáðàçîì, u(λ1) ≤ u(λ2). Çíà÷èò ôóíêöèÿ u(λ) ìîíîòîííî íå âîç-
ðàñòàåò íà R1.

Ïîäñ÷èòàåì u(0). Ïðè λ = 0 îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (4.2) èìåþò âèä: Ax ≤ ue. Òàê
êàê x ∈ X, òî x ≥ 0, x 6= 0. Ìàòðèöà A íåðàçëîæèìà è, ñëåäîâàòåëüíî, Ax ≥ 0, Ax 6=

0. Òîãäà çíà÷åíèå u(0) > 0.
Íàéä¼ì lim

λ→+∞
u(λ). Ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ X äëÿ êàæäîãî i ∈

{1, 2, · · · , n} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
λ→+∞

((A− λE)x)i = −∞,

òî è

lim
λ→+∞

f(x, λ) = −∞

äëÿ êàæäîãî x ∈ X. Èç íåïðåðûâíîñòè f(x, λ), çàìêíóòîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ìíî-
æåñòâà X ñëåäóåò, ÷òî è

lim
λ→+∞

u(λ) = −∞.

Èç äàííûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè u(λ) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî λA òàêîå, ÷òî
u(λA) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xA âåêòîð, îáðàçóþùèé ñî ñêàëÿðîì u = 0 ðåøåíèå (xA, 0)

çàäà÷è (4.2) ïðè λ = λA. Òîãäà îãðàíè÷åíèÿ äàííîé çàäà÷è íà ðåøåíèè ïðè λ = λA

ïðèìóò âèä:
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AxA ≤ λAxA, xA ≥ 0, xT
Ae = 1.

Èç ñâîéñòâà 5) íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð xA > 0.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äâîéñòâåííûõ ê çà-

äà÷å (4.2):

max v,

pT (A− λE) ≥ veT , p ≥ 0, pT e = 1.

(4.3)

Çäåñü λ ∈ R1 � ïàðàìåòð. Ïåðåìåííûå ýòîé çàäà÷è (p, v) ∈ Rn+1.
Èç òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì,

÷òî ïðè λ = λA çíà÷åíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è v(λA) = u(λA) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
pA âåêòîð, îáðàçóþùèé ñî ñêàëÿðîì v = 0 ðåøåíèå (pA, 0) çàäà÷è (4.3) ïðè λ = λA.
Îãðàíè÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è íà ðåøåíèè ïðè λ = λA èìåþò âèä:

pT
AA ≥ λAp

T
A, pA ≥ 0, pT

A = 1.

Òàê êàê ïðè λ = λA ïåðâûå n êîìïîíåíò (âåêòîð xA) ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.2)
xA > 0, òî èç óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòü îãðàíè÷åíèé
äâîéñòâåííîé çàäà÷è (4.3) âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà: pT

AA = λAp
T
A. Èñïîëüçóÿ

ñâîéñòâî 5) íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö, ïîëó÷àåì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî: pA > 0. Îáðàòíî.
Àïïåëèðóÿ ê óñëîâèÿì äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè λ = λA íà
ðåøåíèè çàäà÷è (4.2) ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿ âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà:
AxA = λAxA.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð xA > 0 åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λA. Âåêòîð pA > 0 åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû AT ,
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îòâå÷àþùèé òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λA (äðóãèìè ñëîâàìè, ëåâûé ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèé λA).

Ïîêàæåì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ, ñîáñòâåííûé âåêòîð xA

åäèíñòâåííûé. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü yA � ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ñ xA ñîáñò-
âåííûé âåêòîð ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λA. Îïðåäåëèì âåê-
òîð z(α) ñëåäóþùèì îáðàçîì: z(α) = xA + αyA. Òîãäà

Az(α) = AxA + αAyA = λA(xA + αyA) = λAz(α).

Çíà÷èò äëÿ êàæäîãî α ∈ R1 âåêòîð x(α) òàêæå ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A,
îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λA.

Ïîäáåð¼ì ñêàëÿð α ∈ R1 òàê, ÷òîáû âåêòîð z(α) èìåë õîòÿ áû îäíó íóëåâóþ
êîìïîíåíòó, ïðè÷¼ì z(α) ≥ 0, z(α) 6= 0. Òàê êàê âåêòîð xA > 0, îãðàíè÷åíèé
íà çíàê α íåò, òî ýòî âñåãäà âîçìîæíî. Íî òîãäà èç ðàâåíñòâà Az(α) = λAz(α)

è ñâîéñòâà 5) íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî z(α) > 0, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà z(α). Èç äàííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ è
ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü, ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ, ñîáñòâåííîãî âåêòî-
ðà xA, îòâå÷àþùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λA.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü λ � ïðîèçâîëüíîå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå ÷èñëî ìàòðèöû A, z � îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñ êîìïëåêñíûìè êîìïîíåíòàìè, òàêîé, ÷òî Az = λz. Îáîçíà÷èì ÷åðåç |z| âåêòîð ñ
êîìïîíåíòàìè |zi|:

|z| = (|z1|, |z2|, · · · , |zn|).

Çäåñü, åñëè zi ∈ R1, òî |zi| - ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, åñëè zi ∈ C � êîìï-
ëåêñíîå ÷èñëî, òî |zi| � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Èìååì |Az| = |λz| = |λ||z|. Ñ
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äðóãîé ñòîðîíû, |Az| ≤ A|z|. Îòñþäà è ïîëó÷àåì

A|z| ≥ |λ||z|.

Óìíîæèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåâà íà âåêòîð pA > 0:

pT
AA|z| ≥ |λ|pT

A|z|.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî pT
AA|z| = λpT

A|z| è pT
A|z| > 0, ïîëó÷àåì λA ≥ |λ| äëÿ ëþáîãî

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà λ ìàòðèöû A. Òåîðåìà äîêàçàíà.
×èñëî λA > 0 íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà ìàòðèöû A èëè äîìèíè-

ðóþùèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.
Âåêòîðû xA > 0, pA > 0 íàçûâàþò âåêòîðàìè Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà ìàòðèö A

è AT , ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîð pA > 0 ÷àñòî íàçûâàþò ëåâûì âåêòîðîì Ôðîáåíèóñà �
Ïåððîíà ìàòðèöû A (òîãäà xA � ïðàâûé âåêòîð Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà).

Âïåðâûå ôàêòû, óòâåðæäàåìûå òåîðåìîé 1, áûëè ïîëó÷åíû â 1907 ãîäó Ïåððîíîì
äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö. Â 1909 � 1912 ãîäàõ, èññëåäóÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà
íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö, Ôðîáåíèóñ ðàñïðîñòðàíèë ýòè ðåçóëüòàòû íà íåîòðèöà-
òåëüíûå íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû, ÿâèâøèåñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîëîæèòåëü-
íûõ ìàòðèö ïî ÷àñòè íàñëåäîâàíèÿ îñíîâíûõ ñâîéñòâ.

Åñëè A ≥ 0 � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, òî òåîðåìà Ôðîáåíèóñà �
Ïåððîíà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 2 (Ôðîáåíèóñ � Ïåððîí). Ïóñòü A ≥ 0 � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðè-

öà. Òîãäà îíà èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λA òàêîå, ÷òî

1) λA ≥ 0;

2) λA ≥ |λ| äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà λ ìàòðèöû A;

3) ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ îòâå÷àåò ñîáñòâåííûé âåêòîð xA ≥ 0.
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Î÷åâèäíû îòëè÷èÿ òåîðåì 1 è 2 â ïóíêòàõ 1) è 3).
Ïðèìåð 1.Íàéòè äîìèíèðóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñò-

âåííûå âåêòîðû ìàòðèö:

A1 =

 1 1

1 1

 , A2 =

 1 1

0 0

 , A3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 .

1). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

|A1 − λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1

1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ2 − 2λ = 0.

Åãî êîðíè: λ1 = 0, λ2 = 2. Òîãäà ÷èñëî Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà λA1 = 2. Âåêòîð
Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìó A1x = 2x. Îí åñòü xA1 = (1, 1) > 0

è åäèíñòâåííûé.
2). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

|A2 − λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1

0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ2 − λ = 0.

Åãî êîðíè: λ1 = 0, λ2 = 1. Òîãäà λA2 = 1. Âåêòîð Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà �
xA2 = (1, 0) ≥ 0, âñåãî ëèøü íåîòðèöàòåëåí, õîòÿ è åäèíñòâåííûé.

3) Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåèå:

|A3 − λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 0

0 1− λ 0

0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −λ(1− λ)2 = 0.

Åãî êîðíè: λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 1. Òîãäà λA3 = 1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λA3 ðàâíà 2. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàò-
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íîñòü λA3 òàêæå ðàâíà 2. Òîãäà ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λA3 îòâå÷àþò äâà ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà x(1)

A3
= (1, 0, 0) è x(2)

A3
= (0, 1, 0). Â äàííîì ïðèìåðå

èìååò ìåñòî íå òîëüêî íåîòðèöàòåëüíîñòü (âìåñòî ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè, êàê â
ìàòðèöå A1) ÷èñëà λA3 , íî è íååäèíñòâåííîñòü âåêòîðîâ Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöû A2 è A3 ðàçëîæèìû.

4.3 Îöåíêà ÷èñëà Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà

×èñëî Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A ≥ 0. Îòûñêàíèå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � çàäà÷à, îáùåì ñëó÷àå, äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ. Îäíàêî äëÿ
íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ìîæíî óêàçàòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûå è ýôôåêòèâíûå îöåíêè
äëÿ ÷èñëà Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà λA.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ri � ñóììó ýëåìåíòîâ i � îé ñòðîêè, sj � ñóììó ýëåìåíòîâ j � ãî
ñòîëáöà:

ri =
n∑

j=1

aij, sj =
n∑

i=1

aij.

Ïóñòü

r = min
1≤i≤n

ri, R = max
1≤i≤n

ri,

s = min
1≤j≤n

sj, S = max
1≤j≤n

sj.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ≥ 0 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:
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r ≤ λA ≤ R, s ≤ λA ≤ S.

Åñëè ìàòðèöà A íåðàçëîæèìà, òî âñå íåðàâåíñòâà ñòðîãèå, çà èñêëþ÷åíèåì

ñëó÷àÿ, êîãäà r = R, s = S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì âåêòîð Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà xA òàêèì, ÷òîáû

n∑
i=1

(xA)i = 1

.
Òîãäà, âûïèñàâ ðàâåíñòâî AxA = λAxA ïîêîìïîíåíòíî, ïîëó÷èì

n∑
j=1

aij(xA)j = λA(xA)i, i = 1, n.

Ïðîñóììèðóåì ýòè ðàâåíñòâà ïî èíäåêñó i:

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(xA)j =
n∑

j=1

(xA)j

n∑
i=1

aij =
n∑

j=1

sj(xA)j.

Òàêèì îáðàçîì,

λA =
n∑

j=1

sj(xA)j.

Çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âñå sj íà s, ëèáî íà S, ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ ÷èñëà
Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà:

s ≤ λA ≤ S.

Äëÿ ñòðî÷íûõ ñóìì äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðà pA.
Åñëè ìàòðèöà A ≥ 0 � íåðàçëîæèìà, òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, λA > 0, xA > 0,

pA > 0, ñ äðóãîé � â ìàòðèöå A íåò íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Òîãäà, èñêëþ÷àÿ ñëó÷àè
s = S, r = R, âûøåïðèâåä¼ííûå îöåíêè ñòàíîâÿòñÿ ñòðîãèìè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Âåëè÷èíà ÷èñëà λA ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïðîäóêòèâíîñòü ìîäåëè Ëåîíòüåâà.
Òåîðåìà 2. Ìîäåëü Ëåîíòüåâà (3.2) ïðîäóêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

λA < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìîäåëü Ëåîíòüåâà (3.2) ïðîäóêòèâíà. Âû-
áåðåì âåêòîð êîíå÷íîãî ñïðîñà c ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì: c > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
âåêòîð x > 0 � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.2), ò.å. x− Ax = c.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x > Ax. Óìíîæèì ýòî íåðàâåíñòâî ñëåâà íà ëåâûé âåêòîð
Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà pA ≥ 0, ïîëó÷èì pT

Ax > pT
AAx = λAp

T
Ax. Ïîñêîëüêó âåêòîð

x > 0, òî pT
A > 0. Îòñþäà è âûòåêàåò λA < 1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Èç îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííîãî âåêòîðà
èìååì AxA = λAxA. Îòñþäà ñëåäóåò

AkxA = λk
AxA.

Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî λA < 1, ïîëó÷èì

lim
k→∞

AkxA = lim
k→∞

λk
AxA = 0 ∈ Rn.

Ïîñêîëüêó λA ≥ |λ| äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà λ ìàòðèöû A, òî

lim
k→∞

Ak = 0.

Çäåñü 0 � íóëåâàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî:

(E − A)(E + A+ · · · + Ak−1) = E − Ak.

Ïåðåéä¼ì â í¼ì ê ïðåäåëó ïðè k →∞.

(E − A)
∞∑

k=0

Ak = E.
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Çäåñü A0 = E. Î÷åâèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî è ðàâåíñòâî

∞∑
k=0

Ak(E − A) = E

.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðè÷íûé ðÿä ∞∑

k=0
Ak ñõîäèòñÿ è

∞∑
k=0

Ak = (E − A)−1. (4.4)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòðèöà E − A îáðàòèìà. Ïîñêîëüêó ìàòðèöû Ak ≥ 0, k =

0, 1, 2, · · · , òî ìàòðèöà (E − A)−1 ≥ 0 - íåîòðèöàòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëü
Ëåîíòüåâà (4.2) ïðîäóêòèâíà è x = (E − A)−1c. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ïðîäóêòèâíîñòè è ñîîòíîøåíèÿ (4.4) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð âàëîâîãî âûïóñêà x,
îòâå÷àþùèé êîíå÷íîìó ñïðîñó c ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

x = (E − A)−1c = c+ Ac+ A2c+ · · · . (4.5)

Äàííîå ñîîòíîøåíèå äîïóñêàåò èíòåðåñíóþ ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü êîíå÷íûé çàäàííûé ñïðîñ c, åãî íåîáõîäèìî ïðîñòî ïðî-
èçâåñòè. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.5). Íî
ýòîãî ìàëî. Â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà ñïðîñà c âîçíèêàþò çàòðàòû, êîòîðûå îïèñû-
âàþòñÿ ñëàãàåìûì Ac â (4.5) è êîòîðûå òàêæå íàäî ïðîèçâåñòè. Ïðè ïðîèçâîäñòâå
çàòðàò Ac âíîâü âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû, îïèñûâàåìûå ñëàãàåìûì A2c è
òàê äàëåå. Êàê ïîêàçàíî, â ïðîäóêòèâíîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà lim

k→∞
Ak = 0, ò.å. ñ ðîñòîì

èíäåêñà k, äîïîëíèòåëüíûå èçäåðæêè óìåíüøàþòñÿ.
Ìàòðèöà (E−A)−1 íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîëíûõ çàòðàò. Âåêòîð x = (E−A)−1c

� âåêòîðîì ïîëíûõ çàòðàò äëÿ ïðîèçâîäñòâà âåêòîðà êîíå÷íîãî ñïðîñà c.
Ïðèìåð 1. Ïðîäóêòèâíà ëè ìàòðèöà
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A =


0.2 0.5 0.1

0 0.3 0.6

0 0.1 0.2

 ?

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû A:

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0.2− λ 0.5 0.1

0 0.3− λ 0.6

0 0.1 0.2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0.2− λ)(λ2 − 0.5λ) = 0.

Åãî êîðíè λ1 = 0.2, λ2 = 0, λ3 = 0.5. ×èñëî Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà λA = 0.5 < 1.
Çíà÷èò ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà.

Ïðèìåð 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ìàòðèöà

A = a


0.4 0 0.2

0.3 0.3 0.5

0.1 0 0.3


ïðîäóêòèâíà?

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû A:

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0.4a− λ 0 0.2a

0.3a 0.3a− λ 0.5a

0.1a 0 0.3a− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (0.3a− λ)(λ2 − 0.7aλ+ 0.1a2).

Åãî êîðíè λ1 = 0.3a, λ2 = 0.2a, λ3 = 0.5a. Ðåøàÿ ñèñòåìó èç òð¼õ íåðàâåíñòâ λi <

1, i = 1, 3, ïîëó÷àåì a < 2. Ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé íà íåîòðèöàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû A, ïàðàìåòð a ∈ [0, 2).
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Ñëåäñòâèå (Áðàóýð � Ñîëîó). Åñëè âñå ri < 1, i = 1, n (sj < 1, j = 1, n), òî

ìîäåëü Ëåîíòüåâà ïðîäóêòèâíà.

Åñëè îò ìàòðèöû A ïîòðåáîâàòü íåðàçëîæèìîñòè, òî óñëîâèÿ äàííîãî ñëåäñòâèÿ
ìîæíî îñëàáèòü.

Òåîðåìà 3. Åñëè ìàòðèöà A ≥ 0 íåðàçëîæèìà, ri ≤ 1, i = 1, n è õîòÿ áû äëÿ

îäíîãî èíäåêñà j íåðàâåíñòâî ñòðîãîå rj < 1, òî ìîäåëü Ëåîíòüåâà ïðîäóêòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e = (1, · · · , 1)T ∈ Rn. Òîãäà

Ae = (r1, · · · , rn)T = rT .

Ïóñòü pA � ëåâûé âåêòîð Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà ìàòðèöû A. Ðàñïèøåì ðàçíûìè
ñïîñîáàìè áèëèíåéíóþ ôîðìó pT

AAe:

pT
AAe = λAp

T
Ae = λA

n∑
i=1

(pA)i,

pT
AAe = p′Ar =

n∑
i=1

ri(pA)i <
n∑

i=1

(pA)i.

Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî pA > 0 â ñèëó íåðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû
A è óñëîâèé òåîðåìû. Òîãäà

n∑
i=1

(pA)i > λA

n∑
i=1

(pA)i.

Îòñþäà âûòåêàåò λA < 1 è, â ñèëó òåîðåìû 2, ìîäåëü Ëåîíòüåâà ïðîäóêòèâíà.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 3 íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè.
Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü íà ïðîäóêòèâíîñòü ìàòðèöó
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A =

 0.6 4

0.01 0.6

 .
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A > 0, òî îíà íåðàçëîæèìà. Å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0.6− λ 4

0.01 0.6− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ2 − 1.2λ+ 0.32 = 0.

Åãî êîðíè λ1 = 0.8, λ2 = 0.4. ×èñëî Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà ýòîé ìàòðèöû λA =

0.8 < 1. Çíà÷èò ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà. Îäíàêî ó ýòîé ìàòðèöû r1 = 4.6 > 1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèÿ òåîðåìû 3 íåëüçÿ òàêæå è îñëàáèòü.
Ïðèìåð 4. Íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà

A =

 0.5 0.5

0.5 0.5


èìååò è ñòðî÷íûå è ñòîëáöîâûå ñóììû ýëåìåíòîâ ðàâíûå åäèíèöå. Îäíàêî ÷èñëî

Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà ýòîé ìàòðèöû λA = 1 è, çíà÷èò, îíà íå ïðîäóêòèâíà.

4.4 Ìîäåëü ðàâíîâåñíûõ öåí

Ðàññìîòðèì ìîäåëü, äâîéñòâåííóþ ê ìîäåëè Ëåîíòüåâà (4.2) � ìîäåëü ðàâíîâåñíûõ
öåí. Äâîéñòâåííûå ìîäåëè âàæíû íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêè, íî è ñ òî÷êè çðåíèÿ
ýêîíîìèêè. Îíè õàðàêòåðèçóþò ðàçëè÷íûå âîïðîñû î öåíàõ íà òîâàðû. Îïðåäåëèì
äâîéñòâåííóþ ìîäåëü.
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Ïóñòü p ∈ Rn, p ≥ 0 � âåêòîð öåí íà òîâàðû. Åãî êîìïîíåíòû pi ≥ 0 � öåíû
åäèíèöû ïðîäóêöèè i � îé îòðàñëè. Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, A � ìàòðèöà çàòðàò. Åñ-
ëè x ≥ 0 � âåêòîð âàëîâîãî âûïóñêà, òî i � àÿ îòðàñëü ïîëó÷èò äîõîä pixi. ×àñòü
ñâîåãî äîõîäà îòðàñëü i ïîòðàòèò íà çàêóïêó ïðîäóêöèè äðóãèõ îòðàñëåé. À èìåííî,
äëÿ âûïóñêà åäèíèöû ñâîåé ïðîäóêöèè åé íåîáõîäèìà ïðîäóêöèÿ ïåðâîé îòðàñëè â
îáú¼ìå a1i, âòîðîé îòðàñëè â îáú¼ìå a2i, n � îé îòðàñëè â îáú¼ìå ani. Íà ïîêóïêó
ýòîé ïðîäóêöèè i �îé îòðàñëüþ áóäåò çàòðà÷åííà ñóììà n∑

j=1
ajipj. Òîãäà äëÿ âûïóñêà

ïðîäóêöèè â îáú¼ìå xi i � îé îòðàñëè íåîáõîäèìî ïîòðàòèòü íà çàêóïêó ïðîäóêöèè
äðóãèõ îòðàñëåé ñóììó, ðàâíóþ

xi

n∑
j=1

ajipj.

Îñòàâøóþñÿ îò äîõîäà pixi ÷àñòü, íàçûâàåìóþ äîáàâëåííîé ñòîèìîñòüþ (÷èñòûì
äîõîäîì), îáîçíà÷èì Vi. Ýòà ÷àñòü äîõîäà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ëè÷íîå ïîòðåá-
ëåíèå, âûïëàòó çàðïëàòû, íàëîãîâ, èíâåñòèöèè. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñîîòíîøåíèå:

xipi = xi

n∑
j=1

ajipj + Vi, i = 1, n.

Ðàçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà xi 6= 0, ïîëó÷èì

pi =
n∑

j=1

ajipj + vi, i = 1, n.

Çäåñü vi =
Vi

xi

� íîðìà äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè, ò.å. âåëè÷èíà äîáàâëåííîé ñòîèìîñ-
òè íà åäèíèöó âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè. Çàïèøåì ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ â âåêòîðíî
� ìàòðè÷íîì âèäå:

pT = pTA+ vT ,
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ãäå vT = (v1, · · · , vn)T � âåêòîð íîðì äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè. Òðàíñïîíèðóÿ ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

p = ATp+ v.

Äàííîå ñîîòíîøåíèå è íàçûâàþò ìîäåëüþ ðàâíîâåñíûõ öåí. Ìîäåëü ðàâíîâåñíûõ
öåí ïîçâîëÿåò ïî çàäàííûì âåëè÷èíàì íîðì äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè ðàññ÷èòàòü öåíû
íà ïðîäóêöèþ îòðàñëåé. Å¼ òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ ïðîãíîçà èçìåíåíèÿ öåí,
âûçâàííîãî èçìåíåíèåì öåíû íà ïðîäóêöèþ íåêîòîðûõ îòðàñëåé.

Äâîéñòâåííàÿ ìîäåëü, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî
è èñõîäíàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà. Ðàçðåøèìîñòü ìîäåëè Ëåîíòüåâà â íåîòðèöàòåëüíûõ
âåëè÷èíàõ x ≥ 0 îçíà÷àåò ïðîäóêòèâíîñòü ìîäåëè Ëåîíòüåâà. Ðàçðåøèìîñòü â íå-
îòðèöàòåëüíûõ âåëè÷èíàõ p ≥ 0 äâîéñòâåííîé ìîäåëè îçíà÷àåò ïðèáûëüíîñòü ýòîé
ìîäåëè. Ìàòðèöû èñõîäíîé è äâîéñòâåííîé ìîäåëåé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà îïåðà-
öèåé òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Â ñèëó ýòîãî, ðàññìîòðåííûå âûøå ñâîéñòâà ìîäåëè Ëåîí-
òüåâà ïåðåíîñÿòñÿ è íà ìîäåëü ðàâíîâåñíûõ öåí. Òàê, íàïðèìåð, óñëîâèÿ ïðîäóêòèâ-
íîñòè ïðåâðàùàþòñÿ â óñëîâèÿ ïðèáûëüíîñòè. ×èñëà Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà ìàòðèö
A è AT ñîâïàäàþò. Ëåâûé âåêòîð Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà pA ìàòðèöû A åñòü ïðàâûé
âåêòîð Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà ìàòðèöû AT .

Ïðèìåð 1. Ïî çàäàííîé òåõíîëîãè÷åñêîé ìàòðèöå

A =


0.2 0.3 0.4

0.1 0.3 0.2

0.5 0.2 0.2


è âåêòîðó íîðì äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè v(1) = (10, 20, 30)T ðàññ÷èòàòü ðàâíîâåñíûå

öåíû è âû÷èñëèòü èõ èçìåíåíèå ïðè óâåëè÷åíèè íîðìû äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè â
ïåðâîé îòðàñëè â äâà ðàçà è òàêîì æå å¼ óìåíüøåíèè âî âòîðîé îòðàñëè.
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Ðàâíîâåñíûå öåíû, êàê è â ìîäåëè Ëåîíòüåâà, âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå

p = (E − AT )−1v.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä:

(E − AT )−1 =
1

0.214


0.52 0.18 0.37

0.32 0.44 0.31

0.34 0.2 0.53

 .

Òîãäà ðàâíîâåñíûå öåíû, îòâå÷àþùèå âåêòîðó íîðì äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè v(1) =

(10, 20, 30) áóäóò:

p(1) = (E − AT )−1v(1) =
1

0.214


19.9

21.3

23.3

 ≈


92.99

99.53

108.88

 .

Åñëè æå âåêòîð íîðì äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè èçìåíèòü, êàê óêàçàíî, òî îí áóäåò
v(2) = (20, 10, 30). Åìó îòâå÷àþò ðàâíîâåñíûå öåíû

p(2) = (E − AT )−1v(2) =
1

0.214


23.3

20.1

24.7

 ≈


108.88

93.93

115.42

 .

Òàêèì îáðàçîì, öåíû íà ïðîäóêöèþ ïåðâîé îòðàñëè âûðàñòóò íà 17.09 ïðîöåíòîâ,
âòîðîé � ïîíèçÿòñÿ íà 5.63 ïðîöåíòà, òðåòüåé � âûðàñòóò íà 6.01 ïðîöåíòà.
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4.5 Âëèÿíèå êîíå÷íîãî ñïðîñà íà ìîäåëü Ëåîíòüåâà

Ðàññìîòðèì ðåàêöèþ ìîäåëè Ëåíòüåâà íà èçìåíåíèå íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, â
÷àñòíîñòè, âåêòîðà êîíå÷íîãî ñïðîñà c ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðîñ íà ïåðâûé òîâàð èçìåíèëñÿ ïðè íåèçìåííîì ñïðîñå íà
âñå îñòàëüíûå òîâàðû. ×òî ïðîèçîéä¼ò ñ âåêòîðîì âàëîâîãî âûïóñêà x?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç c(1) ≥ 0 è c(2) ≥ 0 âåêòîðû ñ êîìïîíåíòàìè c
(1)
1 > c

(2)
1 , c

(1)
i =

c
(2)
i , i = 2, n. ×åðåç x(1) ≥ 0, x(2) ≥ 0 - ñîîòâåñòâóþùèå, â ñèëó óðàâíåíèÿ (5.2),
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìàòðèöà A ≥ 0, íåðàçëîæèìà è ïðîäóêòèâíà. Òîãäà

x
(1)
1

x
(2)
1

= max
1≤i≤n

x
(1)
i

x
(2)
i

.

Ïðè÷¼ì, åñëè ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ è ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà i, òî c
(1)
i =

c
(2)
i = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A íåðàçëîæèìà, òî äëÿ êàæäîé ïàðû èí-
äåêñîâ (i, j) ñóùåñòâóåò ÷èñëî m òàêîå, ÷òî Am

ij = 0. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (4.4)
ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà (E−A)−1 > 0 � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Çíà÷èò, åñëè c(1) ≥ c(2) è
äëÿ îäíîé êîìïîíåíòû ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå, òî x(1) > x(2) > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç bi > 1 êîýôôèöèåíòû, òàêèå ÷òî x(1)
i = bix

(2)
i , i = 1, n. Îòñþäà

x
(2)
i =

1

bi
x

(1)
i , i = 1, n.

Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ñîîòíîøåíèå â ìîäåëü Ëåîíòüåâà (4.1)

x
(2)
i = c

(2)
i +

n∑
j=1

aijx
(2)
j ,
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ïîëó÷èì

1

bi
x

(1)
i = c

(2)
i +

n∑
j=1

aij
1

bj
x

(1)
j .

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà íà bi, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ x(1)
i :

x
(1)
i = bic

(2)
i +

n∑
j=1

aij
bi
bj
x

(1)
j , i = 1, n. (4.6)

Ïîñêîëüêó bi =
x

(1)
i

x
(2)
i

, òî ïðè èíäåêñàõ (i, j) òàêèõ, ÷òî

i ∈ S = {i : bi = max
1≤j≤n

bj}, j 6∈ S

âñåãäà èìååò ìåñòî bi
bj
> 1.

Äàëåå, òàê êàê c(1)
i = c

(2)
i , i ≥ 2, òî

bic
(2)
i +

n∑
j=1

aij
bi
bj
x

(1)
j ≥ c

(1)
i +

n∑
j=1

aijx
(1)
i (4.7)

ïðè i ≥ 2. Ïðè÷¼ì, åñëè ïðè i ∈ S, i ≥ 2, j 6∈ S ñðåäè ÷èñåë c
(1)
i , aij íàéäóòñÿ

îòëè÷íûå îò íóëÿ, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî (4.7) ïðåâðàùàåòñÿ â ñòðîãîå. À ýòî
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî x(2)

i > x
(2)
i , i ∈ S, i ≥ 2. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå èñ÷åçàåò,

åñëè c(1)
i = c

(2)
i = 0, i ∈ S, i ≥ 2 è aij = 0, i ∈ S, j 6∈ S. Íî ïîñëåäíåå óñëîâèå

íåâîçìîæíî, â ñèëó íåðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû A. Ïîýòîìó, åñëè i ∈ S, i ≥ 2, òî
îòñþäà ñëåäóåò c(1)

i = c
(2)
i = 0.

Ïðè i = 1 ∈ S, â ñèëó c(1)
1 > c

(2)
1 , ñîîòíîøåíèå (4.7) ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî

x
(1)
1 > c

(2)
1 +

n∑
j=1

aijx
(1)
j + c

(1)
1 − c

(1)
1 = x

(1)
1 − (c

(1)
1 − c

(2)
1 )

âïîëíå åñòåñòâåííîå, áåç ïðîòèâîðå÷èé. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ýëàñòè÷íîñòüþ âûïóñêà ïðîäóêòà i ïî îòíîøåíèþ ê ñïðîñó

íà ïðîäóêò j íàçûâàþò âåëè÷èíó

Eij =
∂xi

∂cj
· cj
xi

, i, j = 1, n.

Êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè Eij ïðèáëèæ¼ííî ïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
èçìåíèòñÿ âûïóñê òîâàðà i ïðè èçìåíåíèè ñïðîñà íà òîâàð j íà îäèí ïðîöåíò.

Òåîðåìà 2. Åñëè ìàòðèöà A ≥ 0 íåðàçëîæèìà è ïðîäóêòèâíà, òî Eij ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ Ei1. Ïóñòü âåêòîðû c(1), c(2) òå æå, ÷òî
è â òåîðåìå 1, bi � ñîîòâåñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èç òåîðå-
ìû 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1 > 1 êîýôôèöèåíò òàêîé, ÷òî c(1)

1 = h1c
(2)
1 . Ðàññìîòðèì

ðàçíîñòíûé àíàëîã êîýôôèöèåíòà ýëàñòè÷íîñòè:

x
(1)
i − x

(2)
i

c
(1)
1 − c

(2)
1

· c
(2)
1

x
(2)
i

=
bi − 1

h1 − 1
. (4.8)

Ïîñêîëüêó b1 ≥ bi, i = 2, n, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî b1 − 1

h1 − 1
≤ 1.

Ïîëîæèì â (4.8) i = 1 è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî b1
bj
≥ 1, j = 2, n, ïîëó÷èì

x
(1)
1 ≥ b1

h1

c
(1)
1 +

n∑
j=1

aijx
(1)
j =

b1
h1

c
(1)
1 + x

(1)
1 − c

(1)
1

èëè c(1)
1 ≥ b1

h1

c
(1)
1 .

Ïîñêîëüêó c(1)
1 > 0, òî b1 ≤ h1. Îòñþäà è ïîëó÷àåì

b1 − 1

h1 − 1
≤ 1.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè c
(1)
1 → c

(2)
1 â ñîîòíîøåíèè (4.8) è ïîëó÷àåì Ei1 ≤ 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð. Äëÿ ìîäåëè Ëåîíòüåâà, îïðåäåëÿåìîé ìàòðèöåé

A =

 0.3 0.4

0.5 0.2


âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè ïðè c = (2, 3)T .
Ìàòðèöà A > 0 è çíà÷èò íåðàçëîæèìàÿ. Óáåäèìñÿ â å¼ ïðîäóêòèâíîñòè, âû÷èñëèâ

(E − A)−1:

(E − A)−1 =
1

0.36

 0.8 0.4

0.5 0.7

 > 0.

Âåêòîð âàëîâîãî âûïóñêà x = (E − A)−1c = (
3

0.36
,

3.1

0.36
)T .

Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂xi

∂cj
, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî x = (E−A)−1c

â òî÷êå (2, 3):

∂xi

∂cj
= (E − A)−1

ij , i, j = 1, 2.

Òîãäà êîýôôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè áóäóò:

E11 =
0.8

0.36
· 2 · 0.36

3
=

1.6

3
≈ 0.53, E12 =

0.4

0.36
· 3 · 0.36

3
= 0.4,

E21 =
0.5

0.36
· 2 · 0.36

3
=

1

3.1
≈ 0.32, E22 =

0.7

0.36
· 3 · 0.36

3.1
=

2.1

3.1
≈ 0.68.

4.6 Ïðèìèòèâíûå ìàòðèöû
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Â íåðàçëîæèìîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà âñå îòðàñëè âìåñòå îáðàçóþò íåðàçäåëèìóþ
ãðóïïó ïðîèçâîäñòâ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ïîñðåäñòâîì âçàèìíûõ ïîñòàâîê ïðî-
äóêòîâ. Îäíàêî íåðàçëîæèìîñòü íå îçíà÷àåò íàëè÷èÿ ïðÿìîé, íåïîñðåäñòâåííîé ñâÿ-
çè ìåæäó äâóìÿ îòðàñëÿìè. Äîïóñêàåòñÿ âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî êàêèå � íèáóäü îò-
ðàñëè îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè îòðàñëÿìè êîñâåííî, ïîñðåäñòâîì
ïðîìåæóòî÷íûõ ñâÿçåé. Ôàêòè÷åñêè, ðàññìîòðåííûå ñâîéñòâà íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö
è ñëåäóþò èç íàëè÷èÿ òàêèõ ñâÿçåé. Âûäåëèì èç âñåõ íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö òå,
êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì k òàêèì, ÷òî ìàòðèöà Ak >

0 � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò ýòî-
ìó êëàññó. Êàêèå åù¼ íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû A ≥ 0 ñîäåðæàòñÿ â í¼ì? Ýòî âàæ-
íî çíàòü, ïîñêîëüêó ìàòðèöàì äàííîãî êëàññà ïðèñóùè ñïåöèàëüíûå äèíàìè÷åñêèå
ñâîéñòâà, ò.å. ñâîéñòâà ïîâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ak} � ñòåïåíåé ìàòðèöû A. Ñ
ýòèì óæå ñòàëêèâàëèñü, èçó÷àÿ ïðîäóêòèâíîñòü ìîäåëè Ëåîíòüåâà (ìàòðèöà ïîëíûõ
çàòðàò).

Ïóñòü A ≥ 0 - íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà. Ñîïîñòàâèì åé ìàòðèöó A =
1

λA

A. Î÷åâèä-
íî, ÷òî A - íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà è λA = 1. Âåêòîðû Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà ìàò-
ðèöû A ñîâïàäàþò ñ âåêòîðàìè xA, pA ìàòðèöû A. Ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìàòðèö {Ak}, âîîáùå ãîâîðÿ, èìååò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð. Îäíàêî, ïîâåäåíèå óêà-
çàííîãî âûøå ïîäêëàññà íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö, ñòåïåíè êîòîðûõ ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíû, õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì òàêèõ êîëåáàíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåðàçëîæèìóþ ìàòðèöó A ≥ 0 áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâîé,

åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak
x} ñõîäèòñÿ.

Íå âñÿêàÿ íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà óñòîé÷èâà.
Ïðèìåð 1.
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A =

 0 1

1 0

 .
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû λ1 = 1, λ2 = −1. Òîãäà λA = 1 è A = A.

Ñòåïåíè ìàòðèöû A âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

Ak =


A, k − íå÷¼òíîå;
E, k − ÷¼òíîå.

Òîãäà

Akx =


(x2, x1)

T , k − íå÷¼òíîå;
(x1, x2)

T , k − ÷¼òíîå.
Î÷åâèäíî, ÷òî íèêàêîé ñõîäèìîñòè íåò.
Ïðèìåð 2.

A =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû A åñòü:

λ3 − 1 = 0.

Åãî êîðíè: λ1 = 1, λ2/3 = −1

2
±i
√

3

2
. ×èñëî λA = 1. Â äàííîì ñëó÷àå òàêæå A = A.

Âû÷èñëèì ñòåïåíè ìàòðèöû A:

A2 =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 , A3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = E,
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A4 = A, A5 = A2 è òàê äàëåå.
Óìíîæàÿ âåêòîð x = (x1, x2, x3)

T íà ñòåïåíè ìàòðèöû A, ïîëó÷èì

Ax =


x3

x1

x2

 , A2x =


x2

x3

x1

 , A3x =


x1

x2

x3

 = x

è òàê äàëåå. Ñõîäèìîñòè òàêæå íåò. Îäíàêî õîðîøî ïðîñëåæèâàåòñÿ êîëåáàòåëüíûé
õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ.

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö {Ak}, â ïðèìåðå 1, ñòðîêè ïðîñòî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè
ñ èçìåíåíèåì ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè k íà åäèíèöó. Âî âòîðîì ïðèìåðå, ïðè óâåëè÷åíèè
ñòåïåíè k íà åäèíèöó, òðåòüÿ ñòðîêà ñòàâèòñÿ íà ìåñòî ïåðâîé, à ïåðâàÿ è âòîðàÿ
ñäâèãàþòñÿ âíèç íà îäíî ìåñòî. Òàêîå ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö {Ak}

è îòðàæàåòñÿ íà ïîâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ {Akx}. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïîäîáíîå êîëåáàòåëüíîå ïîâåäåíèå íå ñëó÷àéíî. Åñëè ìàòðèöà A íåóñòîé÷èâà, òî ýòà
íåóñòîé÷èâîñòü èìåííî òàêîãî òèïà.

Îïðåäåëåíèå 2. Íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A ≥ 0 íàçûâàåòñÿ èìïðèìèòèâíîé

(öèêëè÷åñêîé), åñëè ìíîæåñòâî N = {1, 2, · · · , n} ìîæíî ðàçáèòü íà m íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ S1, S2, · · · , Sm òàê, ÷òî åñëè aij > 0, i ∈ Sr, r ≥ 2, òî

j ∈ Sr−1; ïðè i ∈ S1, j ∈ Sm.

Ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè èíäåêñîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâêå
ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, èìïðèìèòèâíóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:
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A =



0 0 0 · · · 0 Am

A1 0 0 · · · 0 0

0 A2 0 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · Am−1 0


.

Äàííûé âèä ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì. Îñòàëüíûå
íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ïðèìèòèâíûìè. Äëÿ íåðàçëîæèìûõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ ìàòðèö ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè è ïðèìèòèâíîñòè ýêâèâàëåíòíû. Òàêèì
îáðàçîì, èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè è ïðèìèòèâíîñòè íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû A ýêâè-
âàëåíòíî èçó÷åíèþ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ak} = {( 1

λA

A)k}. Çàìåòèì, ÷òî
â ïðèìåðàõ 1 è 2, ìàòðèöû A óæå áûëè çàïèñàíû â âèäå ñâîåãî öèêëè÷åñêîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ.

Ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ {Si}, i = 1,m èç îïðåäåëåíèÿ 2 íàçûâàåòñÿ öèêëè-
÷åñêèì ðàçëîæåíèåì. Åñëè ìàòðèöà èìïðèìèòèâíà, òî âñå îòðàñëè ìîæíî ðàçáèòü
íà ïîäãðóïïû îòðàñëåé, êîòîðûå îáíàðóæèâàþò âçàèìîñâÿçü öèêëè÷åñêîãî òèïà â
ñëåäóþùåì ñìûñëå. Îòðàñëè èç ãðóïïû Sr èñïîëüçóþò äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèþ
îòðàñëåé èç ãðóïïû Sr+1, r = 1,m− 1, à îòðàñëè èç ãðóïïû Sm � ïðîäóêöèþ ãðóïïû
S1. Äàëåå, åñëè ìîäåëü Ëåîíòüåâà ñ îäíîé è òîé æå èìïðèìèòèâíîé ìàòðèöåé A

ïðèìåíÿòü â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ âðåìåíè, òî ïðîèñõîäèò ñëåäóþùàÿ êàð-
òèíà. Óêàçàííàÿ âûøå ñõåìà âçàèìíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðîäóêöèè ñîõðàíÿåòñÿ, íî
ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå èç îäíîé ãðóïïû â äðóãóþ ðåçóëüòàòîâ
äåÿòåëüíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðóïïà Sr èñïîëüçóåò ïðîäóêöèþ ãðóïïû Sr+1, êîòî-
ðàÿ áûëà ïîëó÷åíà íà ïðåäûäóùåì ýòàïå èç ïðîäóêöèè ãðóïïû Sr+2, êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, åù¼ ðàíüøå áûëà ïîëó÷åíà èç ïðîäóêöèè ãðóïïû Sr+3 è ò.ä.. Òàêèì îáðàçîì,
ñïóñòÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâ âðåìåíè, îòðàñëè èç ãðóïïû Sr áóäóò èñïîëü-
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çîâàòü äëÿ ïðîèçâîäñòâà ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîåé æå ñîáñòâåííîé ïðîäóêöèè,
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîøåäøåé ÷åðåç âñå îñòàëüíûå ãðóïïû îòðàñëåé. Èìåííî î òàêîé
íåóñòîé÷èâîñòè è ãîâîðèò èìïðèìèòèâíîñòü.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A ≥ 0 áûëà óñòîé÷èâîé

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë

lim
k→∞

A
k

= B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà A óñòîé÷èâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
e(i) ∈ Rn i � ûé îðò ïðîñòðàíñòâà Rn. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, n ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
k→∞

A
k
e(i) = lim

k→∞
A

k
i = Bi ∈ Rn,

çäåñü Ak
i � i � ûé ñòîëáåö ìàòðèöû A

k. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç B ìàòðèöó, ñòîëáöàìè êî-
òîðîé ñëóæàò âåêòîðû Bi, i = 1, n, äîêàçûâàåì íåîáõîäèìîñòü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
k→∞

A
k

= B,

òî äëÿ êàæäîãî x ∈ Rn ñóùåñòâóåò è ïðåäåë

lim
k→∞

A
k
x = Bx.

Çíà÷èò ìàòðèöà A óñòîé÷èâà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â ñèëó òîé áîëüøîé ðîëè, êîòîðóþ èãðàþò ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷è-

âîñòè ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ âàðèàíòîâ ìîäåëè Ëåîíòüåâà, îñòàíîâèìñÿ íà
íèõ ïîäðîáíåå, ïðèâîäÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà ðÿä ôàêòîâ èõ õàðàêòåðèçóþùèõ. Ïåð-
âîíà÷àëüíî ïîíÿòèÿ ïðèìèòèâíîñòè � èìïðèìèòèâíîñòè áûëè ââåäåíû Ôðîáåíèóñîì
â 1912 ãîäó.
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Óñòîé÷èâîñòü (ïðèìèòèâíîñòü) íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü
ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû. Íàïîìíèì, åñëè A ≥ 0 è íåðàçëîæèìà,
òî èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî λA åñòü ïðîñòîé êîðåíü
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (àëãåáðàè÷åñêàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ãåîìåòðè÷åñêàÿ
êðàòíîñòü ýòîãî êîðíÿ ðàâíà åäèíèöå). Åñëè æå ìàòðèöàA > 0 � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà,
òî ìîæíî óòâåðæäàòü áîëüøå. Êàê ïîêàçàë â 1907 ãîäó Ïåððîí, õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
÷èñåë ñ ìîäóëåì ðàâíûì λA ïðîñòî íåò. Âñåãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî λA > |λ|

äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà λ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöû A > 0.
Åñëè æå A ≥ 0 � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà, òî ýòîãî
óòâåðæäàòü óæå íåëüçÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî λA ≥ |λ|. Íàïðèìåð,
âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ìàòðèö èç ïðèìåðîâ 1 è 2 èìåþò îäèí è òî æå ìîäóëü,
ðàâíûé ÷èñëó Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà λA = 1. Íàïîìíèì, îáå ýòè ìàòðèöû áûëè
íåóñòîé÷èâûìè (èìïðèìèòèâíûìè).

Ïóñòü A ≥ 0 � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà, {λi}, i = 1, n � å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
÷èñëà, λA � ÷èñëî Ôðîáåíèóñà - Ïåððîíà. Ïóñòü k � ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
èìåþùèõ ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü: |λs| = λA, s = 1, k, k ≤ n. Òîãäà ìàòðèöà A ≥ 0

ïðèìèòèâíàÿ, åñëè k = 1 è èìïðèìèòèâíàÿ, åñëè k > 1. ×èñëî k > 1 íàçûâàåòñÿ
èíäåêñîì èìïðèìèòèâíîñòè ìàòðèöû A.

Íà ïðàêòèêå, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î ïðîâåðêå ïðèìèòèâíîñòè äëÿ çà-
äàííîé ìàòðèöû. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Èññëåäîâàíèå ýòîãî âîïðîñà è
ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèåì ïîâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö {Ak}.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A ≥ 0 � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà. Òîãäà A ïðèìèòèâíà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà Am > 0 äëÿ íåêîòîðîãî m.

Äàííàÿ òåîðåìà õîðîøî õàðàêòåðèçóåò ïðèìèòèâíîñòü, íî îíà íå óêàçûâàåò íèêà-
êîé âåðõíåé îöåíêè äëÿ ñòåïåíåé, òðåáóþùèõ âû÷èñëåíèÿ. Åñëè íàéäåíîm òàêîå, ÷òî
Am > 0, òî ìàòðèöà A ïðèìèòèâíà. Îäíàêî êîãäà ñëåäóåò îñòàíîâèòüñÿ, åñëè íåîá-
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õîäèìàÿ ñòåïåíü åù¼ íå ïîëó÷åíà? Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óêàçûâàåò êîíå÷íóþ îöåíêó
äëÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A ≥ 0 � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà. Åñëè A ïðèìèòèâíà, òî

Ak > 0 äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà k < (n− 1)nn.

Äëÿ ïðèìèòèâíîé ìàòðèöû A íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k òàêîå,
÷òî Ak > 0, íàçûâàåòñÿ èíäåñîì ïðèìèòèâíîñòè. Â 1950 ãîäó Âèëàíäò óêàçàë
òî÷íóþ âåðõíþþ îöåíêó èíäåêñà ïðèìèòèâíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðèìèòèâíîé
ìàòðèöû.

Òåîðåìà 4 (Âèëàíäò). Ïóñòü A ≥ 0 � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà. Òîãäà A ïðè-

ìèòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà An2−2n+2 > 0.

Âèëàíäò æå ïðèâ¼ë ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé íåâîçìîæíîñòü óëó÷øèòü îöåíêó n2−

2n+ 2 äëÿ êëàññà ìàòðèö, â êîòîðûõ âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íóëåâûå:

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · 1

1 1 0 · · · 0


.

Åñëè æå íåêîòîðûå ýëåìåíòû äèàãîíàëè ïîëîæèòåëüíû, òî ðåçóëüòàò Âèëàíäòà
ìîæíî óëó÷øèòü.

Òåîðåìà 5 (Õîëèäåé, Âàðãà ). Ïóñòü ìàòðèöà A ≥ 0 è èìååò d ïîëîæè-

òåëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè: 1 ≤ d ≤ n. Òîãäà A2n−d−1 > 0.

Îñþäà ñëåäóåò âàæíûé âûâîä: åñëè â íåðàçëîæèìîé ìàòðèöå A ≥ 0 õîòÿ áû
îäèí äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ïîëîæèòåëåí, òî ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé. Åñëè
æå ïîëîæèòåëüíà âñÿ ãëàâíàÿ äèàãîíàëü, òî âåðõíÿÿ îöåíêà èíäåêñà ïðèìèòèâíîñòè
íàèìåíüøàÿ.
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Ñëåäñòâèå. Åñëè A ≥ 0 � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà è âñå å¼ äèàãîíàëüíûå ýëå-

ìåíòû ïîëîæèòåëüíû, òî An−1 > 0.

Äàííîìó óòâåðæäåíèþ ìîæíî äàòü ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî, áåç àïïåëÿöèè ê òåî-
ðåìå 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

α = min{a11, a22, · · · , ann}, B = A− diag(a11, a22, · · · , ann).

Î÷åâèäíî, ÷òî α > 0, B ≥ 0 � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà, òàê êàê íåðàçëîæèìà
ìàòðèöà A. Òîãäà

A ≥ B + αE = α(E +
1

α
B).

Îòñþäà ñëåäóåò

An−1 ≥ αn−1(E +
1

α
B)n−1.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà 1

α
B íåðàçëîæèìà, òî ïî ñâîéñòâó íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö

ìàòðèöà (E +
1

α
B)n−1 > 0. Îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà An−1 > 0. Ñëåäñòâèå

äîêàçàíî.
Îòìåòèì, ÷òî íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà ìîæåò èìåòü ðàçëîæèìóþ ñòåïåíü. Òàê â

ïðèìåðå 1 ðàçëîæèìû ÷¼òíûå ñòåïåíè ìàòðèöû A. Â ïðèìåðå 2 ðàçëîæèìû ñòåïåíè,
êðàòíûå òð¼ì. Îäíàêî ñòåïåíè ëþáîé ïðèìèòèâíîé ìàòðèöû âñåãäà ïðèìèòèâíû.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü A ≥ 0 íåðàçëîæèìàÿ ïðèìèòèâíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ìàòðè-

öà Ak ≥ 0 íåðàçëîæèìà è ïðèìèòèâíà äëÿ âñåõ k = 1, 2, · · · .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A ïðèìèòèâíà, òî âñå äîñòàòî÷íî áîëüøèå
ñòåïåíè ìàòðèöû A ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Ýòî æå âåðíî è äëÿ ìàòðèöû Ak ïðè
ëþáîì èíäåêñå k. Åñëè Ak ðàçëîæèìà äëÿ íåêîòîðîãî k, òî è âñå ñòåïåíè ìàòðèöû
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Ak áóäóò ðàçëîæèìûìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî äîñòàòî÷íî áîëüøèå ñòåïåíè
ìàòðèöû A ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò áûòü ðàçëîæèìûìè.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â òåîðåìå 1 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷è-
âîñòè ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö {Ak}.
Òàê âîò, åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî ìîæíî óêàçàòü ÷åìó îí ðàâåí.

Òåîðåìà 7. Åñëè A ≥ 0 íåðàçëîæèìà è ïðèìèòèâíà, òî

lim
k→∞

A
k

= lim
k→∞

(
1

λA

A)k = L > 0,

ãäå ìàòðèöà L = xAp
T
A, xA, pA � ïðàâûé è ëåâûé âåêòîðû Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà

ìàòðèöû A, íîðìèðîâàííûå óñëîâèåì xT
ApA = 1.

Íàïîìíèì, ÷òî xA > 0, pA > 0 è AxA = λAxA, pT
AA = λAp

T
A. Ïåðâîíà÷àëüíî

äàííàÿ òåîðåìà áûëà óñòàíîâëåíà Ïåððîíîì äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö. Ââåäåíèå
Ôðîáåíèóñîì ïîíÿòèÿ ïðèìèòèâíîñòè ïîçâîëèëî ýòó òåîðåìó ïåðåíåñòè â òî÷íî òàêîì
æå âèäå íà êëàññ ïðèìèòèâíûõ ìàòðèö. Îòìåòèì ðÿä èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ ìàòðèöû
L = xAp

T
A, ãäå xT

ApA = 1.

1) LxA = xA, pT
AL = pT

A.

2) Lm = L, m = 1, 2, · · · .

3) AmL = LAm = λm
AL, m = 1, 2, · · · .

4) L(A− λAL) = 0.
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5) (A− λAL)m = Am − λm
AL, m = 1, 2, · · · .

Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî:

(A− λAL)m =
m∑

i=0

Ci
mA

iλm−i
A Lm−i(−1)m−i =

= Am +
m−1∑
i=0

Ci
mA

iλm−i
A L(−1)m−i = Am +

m−1∑
i=0

Ci
mλ

i
Aλ

m−i
A L(−1)m−i =

= Am + λm
AL

m−1∑
i=0

Ci
m(−1)m−i.

Çäåñü Ci
m - áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, Âî âðåìÿ ïðåîáðàçîâàíèé âîñïîëüçî-

âàëèñü ñâîéñòâàìè 2) è 3) ìàòðèöû L. Ðàññìîòðèì áèíîì:

f(x, y) = (x− y)m =
m∑

i=0

Ci
mx

m−iyi(−1)i.

Ïîäñ÷èòàåì åãî ïðè x = y.

f(x, x) = 0 = xm
m∑

i=0

Ci
m(−1)i.

Îòñþäà è ïîëó÷àåì m∑
i=0

Ci
m(−1)i = 0.

Òîãäà m∑
i=1

Ci
m(−1)i = −1.

Íó, à ðàç òàê, òî

(A− λAL)m = Am − λm
AL, m = 1, 2, · · · .

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü lim

k→∞
A

k äëÿ ìàòðèöû
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A =

 1/2 1/3

1/3 1/2

 .
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, òî îíà íåðàçëîæèìà, à ðàç íà äèàãî-

íàëè ïðèñóòñòâóþò íåíóëåâûå ýëåìåíòû, òî îíà ïðèìèòèâíà. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
äàííîé ìàòðèöû λ1 = 1

6
, λ2 = 5

6
. Òîãäà λA = 5

6
. Ïðàâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå-

÷àþùèé λA, åñòü xA = (α, α)T , α > 0. Ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé λA �
ýòî pA = (β, β)T , β > 0.

Ïðîíîðìèðóåì èõ óñëîâèåì xT
ApA = 1 : 2αβ = 1. Òîãäà αβ =

1

2
, ãäå α, β � ëþáûå

ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû.
Âû÷èñëèì ïðåäåëüíóþ ìàòðèöó L:

L = xAy
T
A =

 α

α


(
β β

)
=

 αβ αβ

αβ αβ

 .
Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó α è β, ïîëó÷èì

lim
k→∞

(
6

5

 1/2 1/3

1/3 1/2

)k =

 1/2 1/2

1/2 1/2

 .

4.7 Ìàãèñòðàëü â ìîäåëè Ëåîíòüåâà

Ðàññìîòðèì îäíó ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ äèíàìè÷åñêîãî âàðèàíòà ìîäåëè Ëå-
îíòüåâà è âûÿâèì èíòåðåñíîå ñâîéñòâî îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé ýòîé çàäà÷è.
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Ïóñòü ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíèðóåò â òå÷åíèå T ïåðèîäîâ âðåìåíè. Â
êàæäûé ïåðèîä [t−1, t], t = 1, T âàëîâûé âûïóñê x(t) ∈ Rn ýòîãî ïåðèîäà è òîëüêî îí
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí êàê çàïàñ ñûðüÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâà â ïåðèîäå [t, t+1]. Ïóñòü
x(0) = x0 ∈ Rn - íà÷àëüíûé çàïàñ òîâàðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q ∈ Rn, q ≥ 0 âåêòîð öåí
íà ïðîäóêöèþ â ïîñëåäíèé ïåðèîä âðåìåíè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ
çàäà÷ó:

max qTx(T ), (4.9)

Ax(t) ≤ x(t− 1), x(t) ≥ 0, t = 1, T . (4.10)

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ
{x(1), x(2), · · · , x(T )}, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿëà áû ñîîòíîøåíèÿì (4.10) è, ïðè ýòîì,
ìàêñèìèçèðîâàëà ñòîèìîñòü íàáîðà ïðîäóêöèè âûïóùåííîé â ïîñëåäíåì ïåðèîäå [T−

1, T ]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ {x(t)}, t = 1, T , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèÿì
(4.10) áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèåé ìîäåëè Ëåîíòüåâà. Òðàåêòîðèÿ, íà êîòîðîé öå-
ëåâàÿ ôóíêöèÿ (5.9) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé.

Âåêòîð Ax(t) îïèñûâàåò çàòðàòû â ïåðèîä [t − 1, t]. Âåêòîð x(t − 1) - âûïóñê
ïðîäóêöèè â ïåðèîä [t− 2, t− 1]. Òîãäà ñìûñë íåðàâåíñòâà Ax(t) ≤ x(t− 1) î÷åâèäåí.
Çàòðàòû â êàæäûé ïåðèîä âðåìåíè íå äîëæíû ïðåâûøàòü âûïóñê ïðîäóêöèè â
ïðåäûäóùèé ïåðèîä. Çàäà÷à (4.9), (4.10) åñòü çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
õîòü è íåñêîëüêî ñâîåîáðàçíî çàïèñàííàÿ. Êàçàëîñü áû, íè÷åãî îñîáåííîãî, íî, êàê
âñåãäà, ñóùåñòâóþò ìîìåíòû, íå äåëàþùèå å¼ òðèâèàëüíîé. Ïåðå÷èñëèì ñàìûå î÷å-
âèäíûå èç íèõ.

1). Áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü, ñâÿçàííàÿ íå òîëüêî ñ ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðà x(t) ∈ Rn,
íî è ñ êîëè÷åñòâîì ïåðèîäîâ âðåìåíè T .
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2). Ñòðóêòóðà ìàòðèöû A ≥ 0. Ýòî è ðàçëîæèìîñòü � íåðàçëîæèìîñòü, è ïðèìè-
òèâíîñòü � èìïðèìèòèâíîñòü.

3). Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñóùíîñòü âåêòîðà q ∈ Rn. Ïðîáëåìû íàçíà÷åíèÿ öåëåâîãî
ôóíêöèîíàëà, âûáîð êîòîðîãî îïðåäåëÿåò ðåøåíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, íàïðàâëåíèå
ðàçâèòèÿ ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû.

4). Ïðåäïîëîæåíèÿ ýêîíîìèñòîâ î ñïåöèôè÷åñêîì õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ îïòèìàëü-
íûõ òðàåêòîðèé â çàäà÷àõ òèïà (4.9), (4.10).

Â 1950 - õ ãîäàõ Ñàìóýëüñîí âûñêàçàë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî îïòèìàëüíûå â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå òðàåêòîðèè ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà ýêîíîìèêè íà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòà-
ïàõ ïåðåä äîñòèæåíèåì êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ èìåþò òåíäåíöèþ âûõîäèòü íà ëó÷ ìàê-
ñèìàëüíîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà. ×åì áîëüøå èíòåðâàëîâ âðåìåíè T , îòâåäåííûõ
äëÿ äîñòèæåíèÿ êîíå÷íîé öåëè, òåì äîëüøå îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ñîâïàäàåò ñ
òàêèì ëó÷¼ì. Ñàìóýëüñîí, Äîðôìàí, Ñîëîó ñðàâíèâàþò ýòîò ëó÷ ñ ìàãèñòðàëüþ â
àâòîäîðîæíîé ñåòè. Åñëè òðåáóåòñÿ ïðîåõàòü â áëèæàéøèé ãîðîä, òî íóæíî äâèãàòüñÿ
ïî êðàò÷àéøåé äîðîãå, íå âûåçæàÿ íà ìàãèñòðàëüíóþ äîðîãó. Åñëè æå òðåáóåòñÿ
ïðîåõàòü â äîñòàòî÷íî îòäàë¼ííûé ãîðîä, òî îïòèìàëüíûé ìàðøðóò äâèæåíèÿ èíîé.
Ïðåæäå âñåãî òðåáóåòñÿ ïðîåõàòü äî ìàãèñòðàëüíîé äîðîãè, çàòåì äâèãàòüñÿ ïî íåé
ñòîëüêî, ñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, çàòåì ñâåðíóòü ñ ìàãèñòðàëè íà äîðîãó, âåäóùóþ â
íóæíûé ãîðîä. È ÷åì äàëüøå ðàñïîëîæåí ãîðîä â êîòîðûé åäåøü, òåì äîëüøå íàäî
äâèãàòüñÿ ïî ìàãèñòðàëè. Ñàìóýëüñîí ñ÷èòàåò, ÷òî ýôôåêòèâíûé äîëãîâðåìåííûé
ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò ïîäîáåí òàêîìó ïëàíó äâèæåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòîé àíàëîãèåé
áëèçîñòü îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé ê ëó÷ó ìàêñèìàëüíîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà
ïîëó÷èëà íàçâàíèå ïðèíöèïà ìàãèñòðàëè.

Ôîðìàëèçóåì ýòî ïîíÿòèå. Ââåä¼ì â Rn ôóíêöèþ ρ(x, y), ïîëîæèâ äëÿ x, y ∈

Rn, x 6= 0, y 6= 0
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ρ(x, y) = ‖ x

‖x‖
− y

‖y‖
‖.

Çäåñü ‖a‖ =

√
n∑

i=1
a2

i - åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà a ∈ Rn. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
ρ(x, y) ñëåäóåò, ÷òî ρ(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû x è y êîëëèíåàðíû,
íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíû äðóã äðóãó. Íî òîãäà ôóíêöèÿ ρ(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ
ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåêòîðàìè x è y â îáû÷íîì ñìûñëå åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
òî÷êàìè x è y. Âûÿñíèì ýòîò ñìûñë. Åñëè x ∈ Rn � íåêîòîðûé âåêòîð, òî âåêòîð x

‖x‖
âñåãäà ëåæèò íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå, à èìåííî â òîé òî÷êå,
ãäå ëó÷ Ox ïåðåñåêàåòñÿ ñ ýòîé ñôåðîé, ò.å. âåêòîð x

‖x‖
åñòü ïðîåêöèÿ âåêòîðà x

íà ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Òîãäà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòåí è ñìûñë ôóíêöèè ρ(x, y).
Îíà åñòü îáû÷íîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîåêöèÿìè âåêòîðîâ x è y íà ñôåðå
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â Rn. Òî åñòü, ÷èñëî ρ(x, y) ñëóæèò ìåðîé óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó âåêòîðàìè x è y. Â ìàòåìàòèêå ÷àñòî òàêèå ôóíêöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
ðàññòîÿíèåì (ìåòðèêîé) â îáû÷íîì ñìûñëå, íî ÿâëÿþòñÿ "ïî÷òè ðàññòîÿíèåì"íàçû-
âàþò êâàçèìåòðèêîé (êâàçèðàññòîÿíèåì). Îòìåòèì åù¼ îäíî ñâîéñòâî êâàçèìåòðèêè
ρ(x, y). Åñëè α, β > 0, òî ρ(αx, βy) = ρ(x, y).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Cε(x
∗) = {x ∈ Rn : ρ(x, x∗) < ε}.

Ãåîìåòðè÷åñêè, Cε(x
∗) - íåîãðàíè÷åííûé êîíóñ ñ çàîñòð¼ííîñòüþ â íóëå (âåðøèíà

êîíóñà íàõîäèòñÿ â òî÷êå 0 ∈ Rn) è ñîäåðæàùèé ëó÷ Ox∗ â ñåðåäèíå. Ìíîæåñòâî
Cε(x

∗) íàçûâàåòñÿ êîíè÷åñêîé ε � îêðåñòíîñòüþ âåêòîðà x∗ ∈ Rn.
Îïðåäåëåíèå 1. Ëó÷ x∗ íàçûâàåòñÿ ìàãèñòðàëüþ äëÿ çàäà÷è (4.9), (4.10), åñëè

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ÷èñëà T1(ε), T2(ε) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé îïòèìàëüíîé

òðàåêòîðèè {x(t)}, i = 1, T çàäà÷è (4.9), (4.10) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå x(t) ∈
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Cε(x
∗) äëÿ âñåõ t òàêèõ, ÷òî T1(ε) < t < T − T2(ε).

Îïðåäåëåíèå 2.Ëó÷ x∗ íàçûâàåòñÿ ñëàáîé ìàãèñòðàëüþ äëÿ çàäà÷è (4.9), (4.10),

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî T (ε) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé îïòèìàëüíîé

òðàåêòîðèè {x(t)}, i = 1, T çàäà÷è (4.9), (4.10) âêëþ÷åíèå x(t) ∈ Cε(x
∗) íàðóøàåòñÿ

íå áîëåå ÷åì äëÿ T (ε) èíäåêñîâ t.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà T1(ε), T2(ε), T (ε) â îïðåäåëåíèÿõ 1 è 2 íå çàâèñÿò îò äëèíû
ïåðèîäà ïëàíèðîâàíèÿ T .

Â îïðåäåëåíèè 1 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íàðóøàëà îãðàíè÷å-
íèå x(t) ∈ Cε(x

∗) ðàçâå ÷òî ëèøü â íà÷àëå è â êîíöå ïëàíîâîãî ïåðèîäà. Â îïðåäåëå-
íèè 2 íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî íàðóøåíèé âêëþ÷åíèÿ x(t) ∈ Cε(x

∗).
ßñíî, ÷òî ïðîñòî ìàãèñòðàëü ÿâëÿåòñÿ è ñëàáîé ìàãèñòðàëüþ. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

T (ε) = T1(ε) + T2(ε).

Îáðàòíîå, ïîíÿòíî, íå âåðíî. Óòâåðæäåíèÿ î ñïðàâåäëèâîñòè ïðèíöèïà ìàãèñòðà-
ëè ïî òðàäèöèè íàçûâàþò òåîðåìàìè î ìàãèñòðàëè. Èññëåäîâàíèÿ, íà÷àëî êîòîðûì
ïîëîæèë Ñàìóýëüñîí, ïîêàçàëè, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñïðàâåäëèâîñ-
òè ïðèíöèïà ìàãèñòðàëè íàäî íàëîæèòü äîñòàòî÷íî ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìîäåëü
ñèñòåìû. Ïðè÷¼ì ìíîãèå èç ýòèõ îãðàíè÷åíèé íîñÿò ÷àñòî ñóãóáî òåõíè÷åñêèé õàðàê-
òåð, íå èìåþò àäåêâàòíîé ýêîíîìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè è íåîáõîäèìû èìåííî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðåìû î ìàãèñòðàëè. Îäíàêî, äëÿ çàäà÷è (4.9),
(4.10), ïîæàëóé îäíîé èç ñàìûõ ïðîñòûõ, ýòè óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî òðàêòóþòñÿ
ýêîíîìè÷åñêè, õîòÿ è âûãëÿäÿò íåñêîëüêî îãðàíè÷èòåëüíî äëÿ ñóòè ýêîíîìè÷åñêîé
çàäà÷è.

Òåîðåìà 1 (Ìîðèøèìà). Ïóñòü ìàòðèöà A ≥ 0 íåðàçëîæèìà è ïðèìèòèâíà.

Âåêòîðû x0 > 0, q > 0. Òîãäà âåêòîð Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà xA ìàòðèöû A ÿâëÿ-
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åòñÿ ìàãèñòðàëüþ çàäà÷è (4.9), (4.10).

4.8 Îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

Â ðàññìîòðåííîé âûøå ìîäåëè Ëåîíòüåâà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êàæäàÿ îòðàñëü
èìååò â ñâî¼ì ðàñïîðÿæåíèè òîëüêî îäèí òåõíîëîãè÷åñêèé ñïîñîá ïðîèçâîäñòâà ñâîåãî
ïðîäóêòà. Ýòîìó ñïîñîáó ñîîòâåñòâóåò òîëüêî îäèí ñòîëáåö â òåõíîëîãè÷åñêîé ìàò-
ðèöå A ≥ 0. Ìîæíî æå ðàññìîòðåòü è áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà êàæäûé ïðîäóêò
ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ñïîñîáîâ. Îïðåäåëèì
ñîîòâåñòâóþùóþ ìîäåëü.

Ïóñòü â ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòåìå èìååòñÿ n òèïîâ òîâàðîâ è m òåõíîëîãè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ (m ≥ n), êàæäûé èç êîòîðûõ âûïóñêàåò îäèí òîâàð. Ìíîæåñòâî òåõíîëîãè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ M = {1, 2, · · · , m} ðàçáèâàåòñÿ n íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ
Mk, k = 1, n òàêèì îáðàçîì, ÷òî n⋃

k=1
Mk = M .

Òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ j ∈ Mk âûïóñêàåò ïðîäóêò k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0

ïðÿìîóãîëüíóþ (n × m) ìàòðèöó òåõíîëîãè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ýëåìåíòû ýòîé
ìàòðèöû aij îçíà÷àþò çàòðàòû ïðîäóêòà i íåîáõîäèìûå äëÿ âûïóñêà ïðîäóêòà k ñ
ïîìîùüþ òåõíîëîãè÷åñêîãî ñïîñîáà j ∈ Mk. Ïîñêîëüêó òåõíîëîãè÷åñêèõ ñïîñîáîâ
íå ìåíüøå ÷èñëà ïðîäóêòîâ, òî îïðåäåëèì íåêèé àíàëîã åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ìîäå-
ëèðóþùåé âûïóñê ïðîäóêöèè â äàííîì ñëó÷àå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E0 − − (n ×m)�
ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè
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eij =


1, j ∈Mi,

0, j 6∈Mi.

Ïóñòü x = (x1, x2, · · · , xm)T � âåêòîð èíòåíñèâíîñòåé âñåõ òåõíîëîãè÷åñêèõ
ñïîñîáîâ. Òîãäà A0x � âåêòîð çàòðàò íà ïðîèçâîäñòâåííûå íóæäû, E0x � âåêòîð
âàëîâîãî âûïóñêà. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà, ïîÿâëÿåòñÿ
ðàçëè÷èå ìåæäó èíòåíñèâíîñòüþ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà è
âàëîâûì âûïóñêîì íåêîòîðîãî òîâàðà. Ïóñòü c = (c1, c2, · · · , cn)T � âåêòîð êîíå÷íîãî
ñïðîñà íà ïðîäóêòû. Òîãäà îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà èìååò âèä:

E0x− A0x = c, (4.11)

ãäå âñå ïàðàìåòðû ìîäåëè íåîòðèöàòåëüíû: A0 ≥ 0, c ≥ 0, x ≥ 0. Êàê è äëÿ
îáû÷íîé ìîäåëè Ëåîíòüâà, ñòàâèòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïåð¼ä
çàäàííîãî âåêòîðà êîíå÷íîãî ñïðîñà c ≥ 0 íåîòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà èíòåíñèâíîñòåé
òåõíîëîãè÷åñêèõ ñïîñîáîâ x ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(4.11). Åñëè òàêîé âåêòîð x ≥ 0 ñóùåñòâóåò, òî îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà íàçû-
âàåòñÿ ïðîäóêòèâíîé. Ôîðìàëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.11) îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû
(3.2) òåì, ÷òî ìàòðèöà E0 − A0 ïðè ïåðåìåííûõ x ïðÿìîóãîëüíàÿ, ïðè÷¼ì ÷èñëî
ñòîëáöîâ m ≥ n, à íå êâàäðàòíàÿ, êàê â îáû÷íîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà. Äàííûé ôàêò
ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî ó÷åñòü ñòðóêòóðó ïðîèçâîäñòâà, ò.ê. îäèí è òîò æå ïðîäóêò
ìîæåò ïðèçâîäèòüñÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà (4.11) ïðîäóêòèâíà. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð èç n òàêèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ñïîñî-
áîâ, ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî ïðîäóêòà, ÷òî îòâå÷àþùàÿ ýòîìó íàáîðó îáû÷íàÿ ìîäåëü
Ëåîíòüåâà ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäìîäåëüþ îáîáù¼ííîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà (4.11) áóäåì íàçû-
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âàòü ïîäìíîæåñòâî òåõíîëîãè÷åñêèõ ñïîñîáîâ

v = {j1, j2, · · · , jn},

ãäå jk ∈Mk, k = 1, n.

Ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A0, ñîñòàâëåííóþ èç ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà
v áóäåì îáîçíà÷àòü Av. Ìàòðèöà Av çàäà¼ò îáû÷íóþ ìîäåëü Ëåîíòüåâà. Åñëè â
îáîù¼ííîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà ñóùåñòâóåò ïðîäóêòèâíàÿ ïîäìîäåëü v, òî, î÷åâèäíî,
áóäåò ïðîäóêòèâíà è îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xv ∈ Rn ïîäâåêòîð âåêòîðà
x ∈ Rm ñîñòàâëåííûé èç êîìïîíåíò ñ èíäåêñàìè èç v.

Ñîïîñòàâèì êàæäîé îòðàñëè j ∈ M ÷èñëî lj � òðóäîâûå çàòðàòû îòðàñëè j ïðè
åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ýòîé îòðàñ-
ëè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

lTx→ min, (4.12)

(E0 − A0)x ≥ c, x ≥ 0. (4.13)

Òî åñòü, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü óäîâëåòâîðåíèå êîíå÷íîãî ñïðîñà c ≥ 0 ñ ìèíè-
ìàëüíûìè òðóäîâûìè çàòðàòàìè. Ïóñòü lv ∈ Rn � ïîäâåêòîð âåêòîðà l ∈ Rn èíäåêñû
êîìïîíåíò êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ â íàáîðå v.

Òåîðåìà 1 (Ñàìóýëüñîí). Ñóùåñòâóåò ïîäìîäåëü v îáîáù¼ííîé ìîäåëè Ëåîí-

òüåâà (4.11) òàêàÿ, ÷òî ñðåäè ðåøåíèé çàäà÷è (4.12), (4.13) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êî-

íå÷íîãî ñïðîñà c > 0 íàéä¼òñÿ âåêòîð x ≥ 0 ó êîòîðîãî xj = 0, j 6∈ v, xj > 0, j ∈ v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ � êàêîå � íèáóäü ðåøåíèå çàäà÷è (4.12), (4.13). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâî íóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà x∗ ñòðîãî áîëüøå n. Îáîçíà÷èì
÷åðåç
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τ = {i : x∗i > 0},

|τ | � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà τ , x∗τ � ïîäâåêòîð âåêòîðà x∗, îòâå÷àþùèé íàáîðó τ .
Ìàòðèöû Aτ , Eτ � ïîäìàòðèöû ìàòðèö A0, E0, ñîñòàâëåííûå èç ñòîëáöîâ ñ èíäåê-
ñàìè ñîäåðæàùèìèñÿ â τ .

Òàê êàê |τ | > n, òî ìàòðèöà Eτ −Aτ � ïðÿìîóãîëüíàÿ, ðàçìåðíîñòè n× |τ |. Òîãäà
ñóùåñòâóåò âåêòîð zτ ∈ R|τ | îðòîãîíàëüíûé ñòðîêàì ìàòðèöû Eτ − Aτ :

(Eτ − Aτ )zτ = 0 ∈ Rn.

Îïðåäåëèì âåêòîð

uτ = x∗τ + δzτ , δ ∈ R1.

Ïîñêîëüêó âåêòîð x∗τ > 0 ïî åãî îïðåäåëåíèþ, òî ìîæíî ïîäîáðàòü δ ∈ R1

òàêèì, ÷òîáû ó âåêòîðà uτ áûëà õîòÿ áû îäíà íóëåâàÿ êîìïîíåíòà, à âñå îñòàëüíûå
ïîëîæèòåëüíûå. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå:

(Eτ − Aτ )x
∗
τ = (Eτ − Aτ )(uτ − δzτ ) =

= (Eτ − Aτ )uτ − δ(Eτ − Aτ )zτ = (Eτ − Aτ )uτ . (4.14)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u ∈ Rm âåêòîð, ïîñòðîåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ìåñòå
íóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà x∗ ñòîÿò íóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîðà u, åñëè æå êîìïî-
íåíòû i ∈ τ , òî òàì ðàñïîëàãàþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà uτ â ñîîòâåñòâóþùåì ïîðÿäêå.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.14) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð u ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ çàäà÷è
(4.12), (4.13). Ïîêàæåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Âûïèøåì çàäà÷ó, äâîéñòâåí-
íóþ ê çàäà÷å (4.12), (4.13):
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cTp→ max,

pT (E0 − A0) ≤ l, p ≥ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p∗ ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Òîãäà ïî òåîðåìå äâîéñòâåí-
íîñòè lTx∗ = cTp∗. Èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâî τ è ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü:

lTx∗ = lTτ x
∗
τ ,

ãäå âåêòîð lτ ñòðîèòñÿ ïî òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è âåêòîð xτ .
Èç óñëîâèÿ x∗i > 0, i ∈ τ è óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè ñëåäóåò:

p∗T (Eτ − Aτ ) = lT∗ .

Òîãäà èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

lTx∗ = cTp∗ = lTτ x
∗
τ = p∗T (Eτ − Aτ )x

∗
τ =

= p∗T (Eτ − Aτ )(uτ − δzτ ) = p∗T (Eτ − Aτ )uτ = lTτ uτ = lTu.

Îòñþäà è ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü ïîñòðîåííîãî âåêòîðà u. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàíà
ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ â ðåøåíèè çàäà÷è (4.12), (4.13) óìåíüøèòü ÷èñëî íåíóëåâûõ
êîìïîíåíò õîòÿ áû íà åäèíèöó. Ïîâòîðÿÿ óêàçàííóþ ïðîöåäóðó íå áîëåå |τ | − n ðàç
ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ó ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.12), (4.13) ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò
íå áîëüøå, ÷åì n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê âåêòîð c > 0, à îáîù¼ííàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà ïðîäóê-
òèâíà, òî èç ñîîòíîøåíèÿ (4.13) ñëåäóåò, ÷òî â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ÷èñëî íåíóëåâûõ
êîìïîíåíò íå ìåíüøå, ÷åì n:
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E0x∗ ≥ E0x∗ − A0x∗ ≥ c > 0,

èëè

(E0x∗)i =
∑

j∈Mi

x∗j ≥ ci > 0, i = 1, n.

Òî åñòü äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò èíäåêñ ji ∈Mi òàêîé, ÷òî x∗ji
> 0, ïðè÷¼ì ýòîò

èíäåêñ åäèíñòâåííûé.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïîäìîäåëü v îáîáù¼ííîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà ñ óêàçàí-

íûìè ñâîéñòâàìè, à èìåííî:

v = (j1, j2, · · · , jn), ji ∈Mi, i = 1, n,

x∗i > 0, i ∈ v; x∗i = 0, i 6∈ v.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè òðåáóåòñÿ ýêîíîìèòü òðóäîâûå ðåñóðñû, óäîâëåòâîðÿÿ íàïå-

ð¼ä çàäàííûé ñïðîñ c > 0, òî äëÿ ïðîèçâîäñòâà êàæäàÿ îòðàñëü ìîæåò èñïîëüçîâàòü
âñåãî ëèøü îäèí èç âñåõ âîçìîæíûõ òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ. Òåîðåìó Ñàìóýëüñîíà
÷àñòî íàçûâàþò òåîðåìîé î çàìåùåíèèè è ïîíÿòíî ïî÷åìó.

Âûÿñíèì, ÷åì æå åù¼ ïîäìîäåëü, îïðåäåëÿåìàÿ òåîðåìîé Ñàìóýëüñîíà, âûäåëÿ-
åòñÿ èç îñòàëüíûõ ïîäìîäåëåé. Ïóñòü v � ïîäìîäåëü îïðåäåëÿåìàÿ òåîðåìîé Ñàìó-
ýëüñîíà, w � ïðîèçâîëüíàÿ ïðîäóêòèâíàÿ ïîäìîäåëü:

w = (s1, s2, · · · , sn), si ∈Mi, i = 1, n.

Aw, Av, lw, lv, xw, xv, pw, pv � ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìàòðèöû è ïîäâåêòîðû,
îòâå÷àþùèå ïîäìîäåëÿì w è v. Îáîçíà÷èì

105



l∗Tv = lTv (E − Av)
−1, l∗Tw = lTw(E − Aw)−1.

Âåêòîðû l∗Tv , l∗Tw � íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè ïîëíûõ òðóäîâûõ çàòðàò ïîäìîäåëåé
v è w, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó îáå ïîäìîäåëè v è w ïðîäóêòèâíû, òî ìàòðèöû
(E − Av)

−1, (E − Aw)−1 íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíèå
ïîëíûõ òðóäîâûõ çàòðàò êîððåêòíî. Ïóñòü âåêòîð êîíå÷íîãî ñïðîñà c > 0.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé ïðîäóêòèâíîé ïîäìîäåëè w ìîäåëè Ëåîíòüåâà èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî: l∗Tv ≤ l∗Tw .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

lTv xv → min,

xv − Avxv ≥ c, xv ≥ 0.

. (4.15)

lTwxw → min,

xw − Awxw ≥ c, xw ≥ 0.

. (4.16)

Òàê êàê âåêòîð c > 0, òî èç òåîðåìû Ñàìóýëüñîíà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è
(4.15) � âåêòîð x∗v>0. Âûïèøåì çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê çàäà÷å (4.15):

cTp→ max,

pT (E − Av) ≤ lTv , p ≥ 0.

(4.17)

Òîãäà èç óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè ñëåäóåò, ÷òî åñëè pv � ðåøåíèå çàäà÷è
(4.17), òî

pT
v (E − Av) = lTv

èëè

pT
v = lTv (E − Av)

−1 = l∗Tv .
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Àíàëîãè÷íûé âûâîä ìîæåì ñäåëàòü è äëÿ çàäà÷è (4.16) è äâîéñòâåííîé ê íåé:

pT
w = lTw(E − Aw)−1 = l∗Tw ,

ãäå pw � ðåøåíèå çàäà÷è, äâîéñòâåííîé ê (4.16). Èç òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè ñëåäóþò
äâà ðàâåíñòâà:

lTv x
∗
v = cTpv, lTwx

∗
w = cTpw.

Çäåñü x∗w > 0 � ðåøåíèå çàäà÷è (4.16). Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ñàìóýëüñîíà,
ïîëó÷àåì:

lTv x
∗
v ≤ lTwx

∗
w.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

cTpv ≤ cTpw.

Èëè, ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ïîëíûõ òðóäîâûõ çàòðàò,

cT l∗v ≤ cT l∗w.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà c > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

l∗v ≤ l∗w.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ïîëíûõ òðóäîâûõ çàòðàò l∗v, îïðåäåëÿåìûé èç òåîðåìû

Ñàìóýëüñîíà, ïî âñåì êîîðäèíàòàì íå ïðåâîñõîäèò âåêòîðà ïîëíûõ òðóäîâûõ çàòðàò
ëþáîé äðóãîé ïðîäóêòèâíîé ïîäìîäåëè.
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Ãëàâà 5

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ È

ÇÀÄÀÍÈß

5.1 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

1. Êàêîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ëåîíòüåâà?
2. Êàêîâ ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ýëåìåíòîâ òåõíîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû?
3. Êàêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà íàçûâàåòñÿ ïðîäóêòèâíîé?
4. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìîé?
5. Êàêàÿ ñâÿçü ìåæäó íåîòðèöàòåëüíîé îáðàòèìîñòüþ íåêîòîðîé ìàòðèöû (êà-

êîé?) è ïðîäóêòèâíîñòüþ ìîäåëè Ëåîíòüåâà?
6. Â ÷¼ì ñóòü òåîðåìû Õîêèíñà � Ñàéìîíà?
7. Êàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííûì ïîäìíîæåñòâîì?
8. Êàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé (ðàçëîæèìîé)?
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9. Ê êàêîìó âèäó ìîæíî âñåãäà ïðèâåñòè ðàçëîæèìóþ ìàòðèöó?
10. Êàêîâ ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ðàçëîæèìîñòè (íåðàçëîæèìîñòè) ìîäåëè Ëåîíòü-

åâà?
11. Êàêîå èç ñâîéñòâ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû ìîæíî ïðèíÿòü çà îïðåäåëåíèå

íåðàçëîæèìîñòè?
12. Â ÷¼ì ñóòü òåîðåìû Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà?
13. ×òî òàêîå äîìèíèðóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû?
14. Êàêîâà îöåíêà ÷èñëà Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà?
15. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó ïðîäóêòèâíîñòüþ ìîäåëè Ëåîíòüåâà è å¼ ÷èñëîì Ôðîáå-

íèóñà � Ïåððîíà?
16. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîëíûõ çàòðàò?
17. Êàêîâû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðîäóêòèâíîñòè ìîäåëè Ëåîíòüåâà?
18. Êàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ðàâíîâåñíûõ öåí?
19. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ýëàñòè÷íîñòü âûïóñêà íåêîòîðîãî ïðîäóêòà ïî îòíîøåíèþ

ê ñïðîñó íà äðóãîé ïðîäóêò?
20. Êàêîâ ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòà ýëàñòè÷íîñòè?
21. Êàêîâà îöåíêà êîýôôèöèåíòà ýëàñòè÷íîñòè?
22. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé?
23. Êàêàÿ íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ èìïðèìèòèâíîé?
24. Ê êàêîìó âèäó âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè èìïðèìèòèâíóþ ìàòðèöó?
25. Êàêîâ êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû?
26. Êàêîâ êðèòåðèé ïðèìèòèâíîñòè íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû?
27. ×òî òàêîå èíäåêñ ïðèìèòèâíîñòè?
28. Êàêîâû îöåíêè èíäåêñà ïðèìèòèâíîñòè?
29. Ìîæåò ëè íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà èìåòü ðàçëîæèìóþ ñòåïåíü?
30. ßâëÿþòñÿ ëè ñòåïåíè ïðèìèòèâíîé ìàòðèöû ïðèìèòèâíûìè?
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31. Êàêàÿ èäåÿ çàëîæåíà â ïðèíöèïå ìàãèñòðàëè?
32. ×òî òàêîå óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè?
33. ×òî òàêîå êîíè÷åñêàÿ ε � îêðåñòíîñòü âåêòîðà?
34. Êàêîâî îïðåäåëåíèå ìàãèñòðàëè?
35. Êàêîâî îïðåäåëåíèå ñëàáîé ìàãèñòðàëè?
36. Â ÷¼ì ñóòü òåîðåìû Ìîðèøèìû?
37. Çà ñ÷¼ò ÷åãî äîñòèãàåòñÿ îáîáùåíèå ìîäåëè Ëåîíòüåâà?
38. Êàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé ìîäåëüþ Ëåîíòüåâà?
39. ×òî òàêîå ïîäìîäåëü îáîáù¼ííîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà?
40. Â ÷¼ì ñóòü òåîðåìû Ñàìóýëüñîíà?
41. ×òî òàêîå âåêòîðû òðóäîâûõ çàòðàò è ïîëíûõ òðóäîâûõ çàòðàò â îáîáù¼ííîé

ìîäåëè Ëåîíòüåâà?
42. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé âåêòîðû ïîëíûõ òðóäîâûõ çàòðàò ïðîèçâîëüíîé

ïðîäóêòèâíîé ïîäìîäåëè îáîáù¼ííîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà è ïîäìîäåëè, îïðåäåëÿåìîé
òåîðåìîé Ñàìóýëüñîíà?

5.2 Êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ

1. Ïðîäóêòèâíà ëè ìàòðèöà:

A =


0.3 0.6 0.1

0.4 0.2 0.2

0.4 0.2 0.4

?
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2. Ïðè êàêèõ a ïðîäóêòèâíà ìàòðèöà:

A =


a 0.3 0.7

0.2 0.5 1− a

0.3 0.2 0.1

?

3.

A =


0.2 0.3 0.2

0.6 0.8 0.1

0.2 0 0.7

 , c =


1

2

1

 .

Íàéòè âñå êîýôôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè Eij.
4.

A =

 a 0.1

0.3 0.9

 , c =

 1

1

 .
Ïðè êàêèõ a âñå êîýôôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè Eij ≤ 1?

5.

A =


0.1 0.7 0.4

0.6 0.2 0.1

0.3 0.1 0.6

 , c =


2

1

2

 .

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèòñÿ âûïóñê ïðîäóêöèè ïðè óâåëè÷åíèè ñïðîñà íà
âòîðîé ïðîäóêò â äâà ðàçà è óìåíüøåíèè ñïðîñà íà ïåðâûé ïðîäóêò â äâà ðàçà ïðè
íåèçìåííîì ñïðîñå íà òðåòèé ïðîäóêò?

6.

A =


0.3 0.7 0.2

0.2 0.1 0.7

0.6 0.1 0.1

 , v =


15

10

5

 .

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíÿòñÿ ðàâíîâåñíûå öåíû, ïðè óìåíüøåíèè íîðìû äî-
áàâëåííîé ñòîèìîñòè â ïåðâîé îòðàñëè â òðè ðàçà, óìåíüøåíèè ýòîé æå íîðìû âî
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âòîðîé îòðàñëè â äâà ðàçà è óâåëè÷åíèè íîðìû äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè â òðåòüåé
îòðàñëè â òðè ðàçà?

7. ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà A =


1
2

1
3

1
3

1
2

 ïðèìèòèâíîé?
8. Òåõíîëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà

A =


0.3 0.7 0.2

0.2 0.1 0.7

0.6 0.1 0.1

 .

×åìó ðàâíû âòîðè÷íûå èçäåðæêè ïðè ïðîèçâîäñòâå âåêòîðà êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ

c =


1

3

1

?

9. A ≥ 0 - íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà. Áóäåò ëè ìàòðèöà A2 íåðàçëîæèìîé?
10. ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà A =

 0 1
2

1
8

0

 ïðèìèòèâíîé?
11. ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà

A =


0.1 0.6 0

0.3 0.1 0.1

0.2 0 0.3


íåðàçëîæèìîé?

12. Íàéòè ÷èñëî è âåêòîð Ôðîáåíèóñà - Ïåððîíà ìàòðèöû

A =


0.8 0.5 0.2

0 0.7 0

0 0.6 0.8

 .

Âëèÿåò ëè âûïóñê òðåòüåãî ïðîäóêòà íà âûïóñê ïåðâîãî ïðîäóêòà?
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Ãëàâà 6

ÌÎÄÅËÈ ÍÅÉÌÀÍÀ È ÃÅÉËÀ

6.1 Ïîñòðîåíèå ìîäåëè Íåéìàíà

Â ñåðåäèíå 1930�õ ãîäîâ Äæîí ôîí Íåéìàí äàë îðèãèíàëüíûé àíàëèç íàêîï-
ëåíèÿ êàïèòàëà â ñâîåîáðàçíîé ìíîãîñåêòîðíîé ìîäåëè ýêîíîìèêè. Ìîäåëü ôîí Íåé-
ìàíà íå ñðàçó ïðèâëåêëà âíèìàíèå ýêîíîìèñòîâ, ò.ê. ïåðâîíà÷àëüíî áûëà îïóáëèêî-
âàíà â ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå. Ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ àíãëèéñêîãî ïåðåâîäà ñòàòüè
â 1945 ãîäó â ýêîíîìè÷åñêîì æóðíàëå ýòà ðàáîòà ñòàëà èçâåñòíà è ýêîíîìèñòàì è
îêàçàëà ñåðüåçíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ðÿäà ðàçäåëîâ ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè, è ñòè-
ìóëèðîâàëà ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè. Òåõíîëîãèÿ ìîäåëè
Íåéìàíà çàäàåòñÿ ïàðîé íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö A ≥ 0, B ≥ 0 ðàçìåðíîñòè
(n×m). A − ìàòðèöà çàòðàò, B − ìàòðèöà âûïóñêà. Çäåñü n − êîëè÷åñòâî òèïîâ
ïðîäóêòîâ, m − êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ. Ñòîëáöû ìàòðèö A è B,

ò.å. âåêòîðû aj = (a1j, a2j, . . . , anj), b
j = (bj, b2j, . . . , bnj), j = 1,m, áóäåì íàçûâàòü

áàçèñíûìè ïðîöåññàìè.
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Ïîÿñíèì ñìûñë. Áàçèñíûé ïðîöåññ j ïðè åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè ñâîåãî ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ ïðåîáðàçóåò íàáîð aj = (a1j, a2j, . . . , anj), âêëþ÷àþùèé aij, i = 1, n

åäèíèö çàïàñà ïðîäóêòà i â äðóãîé íàáîð bj = (b1j, b2j, . . . , bnj). Òàêèì îáðàçîì,
aij − êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêòà i, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðè åäèíè÷íîé
èíòåíñèâíîñòè j−ãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà; bij − êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêòà
i, âûïóñêàåìîå j −ì òåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññîì ïðè åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè.
Âåêòîð x ∈ Rm

+ áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì èíòåíñèâíîñòåé. Åãî êîìïîíåíòû xj ≥

0, j = 1,m− èíòåíñèâíîñòüþ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ j −ãî ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà.
Òîãäà Ax − âåêòîð çàòðàò ïðîäóêöèè, Bx − âåêòîð âûïóñêà ïðîäóêöèè. Òàê êàê
â êàæäîì ïðîöåññå j ìîæåò áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ áîëåå ÷åì îäíà èç âåëè÷èí bij,

òî ýòî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïðîèçâîäñòâà â îäíîì ïðîöåññå íåñêîëüêèõ ïðîäóêòîâ
(â ïðèíöèïå, õîòü âñåõ, åñëè âåñü âåêòîð bj > 0 ), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì
îáîáùåíèåì äàæå îáîáùåííîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìîäåëè
Íåéìàíà ïðè B = E0. Åñëè n = m, B = E, òî ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ìîäåëü
Ëåîíòüåâà. Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

n∑
i=1

aij > 0, j = 1,m, (6.1)

m∑
j=1

bij > 0, i = 1, n, (6.2)

(6.1) − óñëîâèå îòñóòñòâèÿ íóëåâûõ ñòîëáöîâ â ìàòðèöå A, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå
ïðîöåññîâ, êîòîðûå âûïóñêàþò ïðîäóêöèþ, íè÷åãî ïðè ýòîì íå ðàñõîäóÿ (îòñóòñòâèå
½ðîãà èçîáèëèÿ“). (6.2) − óñëîâèå îòñóòñòâèÿ íóëåâûõ ñòðîê â ìàòðèöå B, ò.å.
êàæäûé ïðîäóêò ïðîèçâîäèòñÿ â äàííîé ñèñòåìå.

Îïèøåì äèíàìèêó ìîäåëè Íåéìàíà. Ïóñòü T ðàññìàòðèâàåìîå êîëè÷åñòâî ïåðèî-
äîâ âðåìåíè. Â êàæäûé ïåðèîä [t − 1, t] ïðèìåíÿåòñÿ îäèí èç ïðîöåññîâ, õàðàêòå-
ðèçóþùèéñÿ èíòåíñèâíîñòüþ x(t). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìîäåëü Íåéìàíà çàìê-
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íóòà, ò.å. äëÿ ïðîèçâîäñòâà â ïåðèîä [t, t+1] ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïðîäóêöèþ,
ïðîèçâåäåííóþ â ïðåäûäóùèé ïåðèîä [t − 1, t]. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ax(t) ≤ Bx(t− 1), t = 1, T . (6.3)

Bx(0)− âåêòîð íà÷àëüíûõ çàïàñîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ x(1), x(2), . . . , x(T ),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì (6.3), íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé èíòåíñèâíîñòåé (ïëà-
íîì) ìîäåëè Íåéìàíà ñ íà÷àëîì x(0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç pi(t − 1) ≥ 0 öåíó îäíîé
åäèíèöû ïðîäóêòà i â ïåðèîä [t − 1, t]; p(t − 1) = (p1(t − 1), p2(t − 1), . . . , pn(t −

1)) − âåêòîð öåí. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî öåí � íèêàêîé èç ïðîöåññîâ
(aj, bj), j = 1,m íå ïðèíîñèò ïîëîæèòåëüíîãî äîõîäà:

p′(t− 1)A ≥ p′(t)B, t = 1, T . (6.4)

Îáñóäèì ñîîòíîøåíèå (6.4). p′(t)B−p′(t−1)A− âåêòîð äîõîäîâ ïðîèçâîäñòâåííûõ
ïðîöåññîâ çà ïåðèîä [t − 1, t], ò.å. â íà÷àëå ïåðèîäà [t − 1, t] çàêóïàåòñÿ ïî öåíàì
ýòîãî ïåðèîäà p(t − 1) ñûðüå äëÿ ïðîèçâîäñòâà, à çàòåì ïðîèçâåäåííàÿ ïðîäóêöèÿ
ïðîäàåòñÿ ïî öåíàì ñëåäóþùåãî ïåðèîäà. Ïðåäïîëîæåíèå íåïîëîæèòåëüíîñòè äîõîäà
� åùå îäíî ñâîåîáðàçíîå òðåáîâàíèå çàìêíóòîñòè ìîäåëè Íåéìàíà, ò.ê., îêàçûâàåòñÿ,
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîêóïàòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü äåíåã âîçðàñòàåò. Òàêèì îáðàçîì,
ñîîòíîøåíèå (6.4), íàçûâàåìîå ïðàâèëîì íóëåâîãî äîõîäà, îçíà÷àåò, ÷òî ñ ðîñòîì
îáùåãî ÷èñëà ïðîäóêòîâ äåíåæíàÿ ìàññà íå óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåê-
òîðîâ p(0), p(1), . . . , p(T ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì (6.4), íàçûâàåòñÿ òðàåê-
òîðèåé öåí. Ñëåäóþùèå äâà ïðåäïîëîæåíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ìîäåëü Íåéìàíà,
èìåþò âèä:
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p′(t− 1)Ax(t) = p′(t)Bx(t), t = 1, T , (6.5)

p′(t)Bx(t− 1) = p′(t)Ax(t), t = 1, T , (6.6)

Ïåðâîå èç íèõ îçíà÷àåò, ÷òî îáùàÿ ìàññà äåíåã íå ìåíÿåòñÿ è ïîñòîÿííî íàõîäèòñÿ
â îáðàùåíèè. Âòîðîå � äåíüãè, âûðó÷åííûå îò ïðîäàæè ïðîäóêöèè ïðåäûäóùåãî
ïåðèîäà, èäóò íà ïðèîáðåòåíèå ñûðüÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâà â äàííîì ïåðèîäå. Ìîäåëü
Íåéìàíà îïèñàíà. Îñíîâíîé ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ äàííîé ìîäåëè � ýòî âîçìîæíîñòü
ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ò.å. ðàçðåøèìîñòè ñîîòíîøåíèé
(6.3)− (6.6). Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ äëÿ ñàìûõ ïðîñòûõ, íî âåñüìà âàæíûõ òðàåê-
òîðèé.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Òðàåêòîðèè èíòåíñèâíîñòåé {x(t)}T
t=1 è öåí {p(t)}T

t=1

íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà ν > 0, µ > 0 òàêèå, ÷òî

x(t) = νx(t− 1), p(t− 1) = µp(t).

Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, x(t) = νtx(0), p(t) = µ−tp(0). Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé
ñîîòíîøåíèÿ (6.3)− (6.6) ïðèíèìàþò âèä:

νAx ≤ Bx, (6.7)

µp′A ≥ p′B, (6.8)

µp′Ax = p′Bx, (6.9)

νp′Ax = p′Bx. (6.10)

Îïðåäåëåíèå 6.2.Ìîäåëü Íåéìàíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè äèíàìè÷åñêîãî ðàâíî-

âåñèÿ, îïèñûâàåìîãî ïàðàìåòðàìè (ν, µ, x, p), ãäå ν > 0, µ > 0, x ≥ 0, p ≥ 0, åñëè

âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (6.7)− (6.10).

Åñëè p′Ax > 0 (p′Ax − ñòîèìîñòü çàòðàò â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ), òî µ = ν = α

è âûðàæåíèÿ (6.7)− (6.10) ìîæåì çàïèñàòü:
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αAx ≤ Bx, (6.11)

αp′A ≥ p′B, (6.12)

p′Ax > 0. (6.13)

Îïðåäåëåíèå 6.3. Òðîéêà (α, x, p), ãäå α > 0, x ≥ 0, p ≥ 0, íàçûâàåòñÿ

íåâûðîæäåííûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

(6.11)− (6.13).

Åñëè òðîéêà (α, x, p) åñòü íåâûðîæäåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, òî ÷èñëî α > 0

íàçûâàþò òåìïîì ðîñòà ìîäåëè Íåéìàíà, à ìíîæåñòâî {y ∈ Rm
+ : y = γx} ëó÷îì

Íåéìàíà.

6.2 Ñâîéñòâà ìîäåëè Íåéìàíà

Òåîðåìà 6.1 (Êåìåíè, Òîìïñîí). Ïóñòü ìàòðèöû A ≥ 0, B ≥ 0 óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì (6.1)− (6.2). Òîãäà â ìîäåëè Íåéìàíà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Ðàññìîòðèì êðàòêî ïîíÿòèÿ ïðîäóêòèâíîñòè è ðàçëîæèìîñòè äëÿ ìîäåëè Íåéìàíà.
Ìîäåëü Íåéìàíà íàçûâàåòñÿ ïðîäóêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà c ∈ Rn

+ ñèñòå-
ìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

Bx− Ax ≥ c, x ≥ 0

èìååò ðåøåíèå. Âîçíèêàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè ïîëó÷èòü êàêèå�íèáóäü êðèòåðèè ïðî-
äóêòèâíîñòè äëÿ ìîäåëè Íåéìàíà, èñïîëüçóÿ èäåè ëåîíòüåâñêîãî ïîäõîäà? Äëÿ îòâå-
òà íà íåãî îáðàòèìñÿ ê òåîðåìå 6.1. Ýòà òåîðåìà ãîâîðèò î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñèÿ,
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íî íå î åãî åäèíñòâåííîñòè. Ïðè÷åì, íååäèíñòâåííûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ íå òîëüêî
âåêòîðû x ≥ 0, p ≥ 0, íî è òåìïû ðîñòà α > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α0, α1,

ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíî è ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå òåìïû ðîñòà ïî ñòàöèîíàð-
íûì òðàåêòîðèÿì â íåâûðîæäåííîì ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Èìååòñÿ ïîëíàÿ àíàëîãèÿ
ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû çàòðàò â ìîäåëè Ëåîíòüåâà è òåìïàìè ðîñòà
ìîäåëè Íåéìàíà.

Òåîðåìà 6.2. Ìîäåëü Íåéìàíà ïðîäóêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

α−1
1 < 1.

×èñëà α−1
0 , α−1

1 íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëîì Íåéìàíà è ÷èñëîì Ôðîáåíèóñà
ìîäåëè Íåéìàíà. Ïóñòü S1 ⊂ M = {1, 2, . . . ,m}, S2 ⊂ N = {1, 2, . . . , n}. Ïàðó
(S1, S2) áóäåì íàçûâàòü èçîëèðîâàííîé, åñëè èç òîãî, ÷òî j ∈ S1, i ∈ S ′2 = N\S2

ñëåäóåò, ÷òî aij = bij = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ìîäåëü Íåéìàíà íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè ó íåå íåò

èçîëèðîâàííîé ïàðû.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé. Åñëè ñóùåñòâóåò èçîëèðî-
âàííàÿ ïàðà (S1, S2), òî îòðàñëè ñ íîìåðàìè èç S1 íå ïîòðåáëÿþò è íå ïðîèçâîäÿò
ïðîäóêòû ñ íîìåðàìè èç S ′2, ò.å. îòðàñëè ãðóïïû S1 îáðàçóþò ïîäýêîíîìèêó ñ
ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì òîâàðîâ. Åñëè ìîäåëü Íåéìàíà ðàçëîæèìà, òî ïåðåíóìåðîâàâ
ïðîäóêòû è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, ìàòðèöû A è B ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

A =

 A1 A2

0 A3

 , B =

 B1 B2

0 B3

 ,
ãäå Ai, Bi, 0, i = 1, 3 − ïîäìàòðèöû ìàòðèö A è B, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ çàâèñèò
îò êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ S1, S2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 6.3. Åñëè α0 6= α1, òî ìîäåëü Íåéìàíà ðàçëîæèìà.

Åñëè æå ìîäåëü Íåéìàíà íåðàçëîæèìà, òî îíà îáëàäàåò åäèíñòâåííûì òåìïîì
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ðîñòà α0 = α1 = α∗. Â îòëè÷èå îò ñâîéñòâ íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö â ìîäåëè Ëåîíòüåâà,
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (α∗, x, p) äëÿ íåðàçëîæèìîé ìîäåëè Íåéìàíà íå îáÿçàòåëüíî
åäèíñòâåííî, ê òîìó æå âåêòîðû x, p ìîãóò èìåòü íóëåâûå êîîðäèíàòû. Òàêèì
îáðàçîì, ðàçëîæèìîñòü èëè íåðàçëîæèìîñòü ìîäåëè òåñíî ñâÿçàíà ñ ÷èñëîì åå òåìïîâ
ðîñòà. Åñëè ÷èñëî òåìïîâ ðîñòà ñòðîãî áîëüøå åäèíèöû, òî ìîäåëü ðàçëîæèìà. À
ñêîëüêî òåìïîâ ðîñòà âîîáùå ìîæåò áûòü ó ìîäåëè Íåéìàíà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6.4. Ìîäåëü Íåéìàíà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òåìïîâ ðîñòà, êîòîðîå íå

ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû min(m,n).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Z = {z = (x, y) ∈ R2n
+ : x = Av, y = Bv, v ∈ Rm

+}.

6.3 Ìîäåëü Ãåéëà

Ìíîæåñòâî Z ⊂ R2n
+ íàçûâàåòñÿ òåõíîëîãè÷åñêèì ìíîæåñòâîì ìîäåëè Íåéìàíà.

Êàæäûé ýëåìåíò z = (x, y) ∈ Z ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò: x = Av − âåêòîðà
çàòðàò, y = Bv − âåêòîðà âûïóñêà, v ≥ 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì òåõíîëîãè÷åñêîå
ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ è äëÿ ìîäåëè Ëåîíòüåâà. Îáðàòèì âíèìàíèå íà îäíó îñîáåí-
íîñòü ìíîæåñòâà Z − ýòî çàìêíóòûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííûé êîíóñ. Åñëè æå
îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ ìíîãîãðàííîñòè êîíóñà Z, òî ïîëó÷àåìàÿ òàêèì îáðàçîì
êîíñòðóêöèÿ îáëàäàåò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè ìîäåëè Íåéìàíà è ÿâëÿåòñÿ åå åñòåñòâåí-
íûì îáîáùåíèåì,â íåêîòîðîì ñìûñëå ìàêñèìàëüíûì. Òàêóþ ìîäåëü íàçûâàþò ìîäå-
ëüþ Ãåéëà. Îäíàêî îòêàç îò òðåáîâàíèÿ ìíîãîãðàííîñòè êîíóñà Z ïðèâîäèò ê ðÿäó
òåõíè÷åñêèõ ñëîíîñòåé. Âûïèøåì îãðàíè÷åíèÿ íà êîíóñ Z è îïðåäåëèì òðàåêòîðèè
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è ðàâíîâåñèå â ìîäåëè Ãåéëà:
1) Z ⊂ R2n

+ − âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ, êàæäûé ýëåìåíò z ∈ Z èìååò âèä:
z = (x, y), ãäå x ∈ Rn

+ − âåêòîð çàòðàò, y ∈ Rn
+ − âåêòîð âûïóñêà;

2) åñëè (0, y) ∈ Z, òî y = 0;
3) äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} ñóùåñòâóåò ýëåìåíò z = (x, y) ∈ Z òàêîé, ÷òî

yi > 0.

Óñëîâèå 2) îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ½ðîãà èçîáèëèÿ“; óñëîâèå 3) � òðåáîâàíèå, ÷òîáû
êàæäûé ïðîäóêò ïðîèçâîäèëñÿ â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z(t) =

(x(t−1), y(t)), t = 1, 2, . . . áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèåé (ïëàíîì) ìîäåëè Ãåéëà, åñëè

z(t) ∈ Z, t = 1, 2, . . . , x(t) ≤ y(t), t = 1, 2, . . . .

Óñëîâèå x(t) ≤ y(t) îçíà÷àåò,÷òî çàòðàòû x(t) íà êàæäîì øàãå íå ïðåâîñõîäÿò
âûïóñêà y(t) â ïðåäûäóùåì ïåðèîäå, y(0) − íà÷àëüíûé çàïàñ ïðîäóêòîâ. Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü p(t) ∈ Rn

+, t = 0, 1, 2, . . . áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèåé öåí ìîäåëè
Ãåéëà, åñëè

p′(t− 1)x ≥ p′(t)y

äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Z. Ñìûñë ýòîãî íåðàâåíñòâà òî÷íî òàêîé æå, êàê è äëÿ ìîäåëè
Íåéìàíà � áåñïðèáûëüíîñòü ïðîèçâîäñòâà.

Îáúÿñíåíèå ýòîãî, êàçàëîñü áû, ïàðàäîêñà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ p′(t)y(t)−

ñòîèìîñòü âûïóñêà � óáûâàåò îò ïåðèîäà ê ïåðèîäó. Îïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíûõ
òðàåêòîðèé è ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé öåí äëÿ ìîäåëè Ãåéëà àíàëîãè÷íî ìîäåëè
Íåéìàíà. Îïðåäåëèì ðàâíîâåñèå â ìîäåëè Ãåéëà.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Òðîéêà (α, ẑ, p̂), ãäå α > 0, ẑ = (x̂, ŷ) ∈ Z, p̂ ≥ 0, p̂ 6= 0,

íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè Ãåéëà, åñëè
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αx̂ ≤ ŷ,

αp̂′x ≥ p̂′y

äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Z.

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ áóäåò íåâûðîæäåííûì, åñëè p̂′ŷ > 0. ×èñëî α íàçûâàåòñÿ
òåìïîì ðîñòà ìîäåëè Ãåéëà, åñëè îíî âõîäèò â íåâûðîæäåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.
Óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Ãåéëà, ÿâëÿþòñÿ îáîá-
ùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé ìîäåëè Íåéìàíà.

6.4 Ñâîéñòâà ìîäåëè Ãåéëà

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1)− 3) îòíîñèòåëüíî òåõíîëî-

ãè÷åñêîãî êîíóñà Z. Òîãäà â ìîäåëè Ãåéëà ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ìîäåëè Íåéìàíà, ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìîæåò
îêàçàòüñÿ âûðîæäåííûì. Òåìïîì ðîñòà ïðîöåññà z = (x, y) ∈ Z íàçîâåì ÷èñëî
α(z), îïðåäåëÿåìîå êàê

α(z) = max
x≤αy

α.

Åñëè x 6= 0, òî α(z) < ∞. Ôóíêöèÿ α : Z → R1
+ ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó è

ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà íóëåâîé ñòåïåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà
íà ïåðåñå÷åíèè êîíóñà Z ñ åäèíè÷íîé ñôåðîé. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âåëè÷èíó

α∗ = α(Z) = max
z∈Z‖z‖=1

α(z),
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íàçûâàåìóþ íåéìàíîâñêèì òåìïîì ðîñòà ìîäåëè Ãåéëà. Âåêòîð z∗ ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî
α(z∗) = α∗, íàçûâàåòñÿ íåéìàíîâñêèì ïðîöåññîì ìîäåëè Ãåéëà. Íåéìàíîâñêèé òåìï
ðîñòà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, êîòîðûé ìîäåëü ìîæåò âûäåðæèâàòü. Îäíàêî îòñþäà
íå ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ z∗ ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ. Ãåéë
ïðèâîäèë ïðèìåð: âåðîÿòíî, ÷òî íàèâûñøèé òåìï ðîñòà èìååò ïðîöåññ ðàçâåäåíèÿ
êðîëèêîâ, ïîñêîëüêó îíè áûñòðî ðàçìíîæàþòñÿ, îäíàêî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî â ýòîì
íàèëó÷øèé ñïîñîá ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè, � íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü è òå ïîòðåáíîñòè
îáùåñòâà, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþòñÿ äàííûì ïðîöåññîì. Êàê è â ìîäåëè Íåéìàíà,
â ìîäåëè Ãåéëà ÷èñëî òåìïîâ ðîñòà, îòâå÷àþùèõ íåâûðîæäåííûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíî-
âåñèÿ, êîíå÷íî è íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà n. Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ p′(t)y(t) −

ñòîèìîñòü âûïóñêà � åñòü íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. p′(t)y(t) ≤ p′(t− 1)y(t− 1).

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûäåëèòü òå òðàåêòîðèè, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå
âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Òðàåêòîðèþ {z(t)}∞t=1, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò òðàåêòî-

ðèÿ öåí {p(t)}∞t=1 òàêàÿ, ÷òî

p′(t)y(t) = p′(t− 1)y(t− 1), p′(0)y(0) > 0,

íàçûâàþò äîïóñêàþùåé õàðàêòåðèñòèêó.

Ïðè ýòîì öåíû {p(t)}t = 1∞ íàçûâàþò ñòèìóëèðóþùèìè. Ïîíÿòíî, ÷òî íå äëÿ
êàæäîé òðàåêòîðèè ñóùåñòâóþò ñòèìóëèðóþùèå öåíû. Óêàæåì îäèí êëàññ òðàåêòî-
ðèé, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ öåí. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó:

p′(T )y(T ) → max,

x(t) ≤ y(t), t = 0, T − 1, (6.14)
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z(t) ∈ Z, t = 1, T ,

p′(T )y(T ) > 0.

Åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð p(T ) ≥ 0, ïðè êîòîðîì íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ òðàåêòîðèÿ
{z(t)}T

t=1 ñ íà÷àëîì y(0) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (6.14), òî ýòà òðàåêòîðèÿ {z(t)}T
t=1

íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè y(0) > 0, à êîíå÷íàÿ òðàåêòîðèÿ
{z(t)}T

t=1 ýôôåêòèâíà, òî äëÿ íåå ñóùåñòâóþò ñòèìóëèðóþùèå öåíû.
Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì ìàãèñòðàëüíûå òåîðåìû. Îãðàíè÷èìñÿ

ìîäåëüþ Ãåéëà, äëÿ êîòîðîé ïðè ðÿäå îãðàíè÷åíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñðàâíèòåëüíî
íåñëîæíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ òîâàðîâ çàäàíà íåêîòîðàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u : Rn

+ → R1
+, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ôóíêöèþ u(·) ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîé ïåðâîé ñòåïåíè. T �
êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâ âðåìåíè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

u(x(T )) → max,

x(t) ≤ x(t+ 1), t = 0, T − 1, (6.15)

z(t) = (x(t), x(t+ 1)) ∈ Z, t = 1, T .

Íà êîíóñ Z è ôóíêöèþ u(·) íàëîæèì îãðàíè÷åíèÿ. Ñóùåñòâóþò x̂ ∈ Rn
+, p̂ ∈

Rn
+, α > 0 òàêèå ÷òî: 1) (x̂, αx̂) ∈ Z, ïðè÷åì p̂′x̂ > 0; 2) p̂′y < αp̂′x äëÿ âñåõ

(x, y) ∈ Z, íå ëåæàùèõ íà îäíîì ëó÷å ñ âåêòîðîì (x̂, αx̂); 3) ñóùåñòâóåò ÷èñëî
L > 0 òàêîå, ÷òî (x, Lx̂) ∈ Z äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn

+; 4) u(x̂) > 0; 5) ñóùåñòâóåò ÷èñëî
k > 0 òàêîå, ÷òî u(y) ≤ kp̂′y äëÿ ëþáîãî y ∈ Rn

+.

Òåîðåìà 6.6 (Ðàäíåð). Ïóñòü êîíóñ Z è ôóíêöèÿ u(·) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì 1)− 5). Òîãäà âåêòîð x̂ ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ìàãèñòðàëüþ çàäà÷è (6.15).

Çàìåòèì, ÷òî òðîéêà (α, (x̂, αx̂), p̂) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè Ãåéëà
äëÿ äàííîãî êîíóñà Z.
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Ãëàâà 7

ÌÎÄÅËÜ ÂÀËÜÐÀÑÀ

7.1 Îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ

Äåöåíòðàëèçîâàííîé ýêîíîìèêå ïðèñóùè îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ ÷ðåçâû÷àé-
íî ñëîæíûì õàðàêòåðîì ïðîòåêàþùèõ â íåé ïðîöåññîâ, ÷òî îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì
ìíîãèõ, çà÷àñòóþ âçàèìíî ïðîòèâîðå÷àùèõ, ÷àñòíûõ êðèòåðèåâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàç-
ëè÷íûì ýëåìåíòàì ñèñòåìû. Ó÷àñòíèêè òàêîé ñèñòåìû, ïðåñëåäóÿ ñâîè öåëè, íåðåäêî
âñòóïàþò â êîíôëèêòû äðóã ñ äðóãîì. Ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òàêîé ñèñòåìû
íåîáõîäèìî êàêèì�òî îáðàçîì ðàçðåøàòü ýòè êîíôëèêòû è ñîãëàñîâûâàòü èíäèâèäó-
àëüíûå äåéñòâèÿ ó÷àñòíèêîâ ìåæäó ñîáîé. Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü äåöåíòðàëèçîâàííîé
ýêîíîìèêè âêëþ÷àåò äâà òèïà ó÷àñòíèêîâ � ïîòðåáèòåëåé è ïðîèçâîäèòåëåé. Èõ
÷èñëî ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íûì. Ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà � òðóä è êàïèòàë � íàõîäÿòñÿ
â ÷àñòíîé ñîáñòâåííîñòè ëèö�ïîòðåáèòåëåé. Ñîâîêóïíûå ïðîèçâîäñòâåííûå âûïóñêè
ïîäëåæàò ðàñïðåäåëåíèþ ñðåäè ïîòðåáèòåëåé. Íî ýòî îñóùåñòâèìî òîëüêî â òîì
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ñëó÷àå, êîãäà êàêèì�ëèáî îáðàçîì ìîæíî ðàçðåøèòü êîíôëèêò ìåæäó ðàçëè÷íûìè
èíäèâèäóàëüíûìè èíòåðåñàìè.

Â ìîäåëè Âàëüðàñà òàêîå ðàçðåøåíèå êîíôëèêòà äîñòèãàåòñÿ íå ïðèíóäèòåëüíûìè
ìåðàìè, à ÷åðåç êîíêóðåíòíûé ðûíî÷íûé ìåõàíèçì, îñíîâàííûé íà ðåãóëèðóþùåì
äåéñòâèè ñèñòåìû öåí. Â ÷åì ñóòü ýòîãî êîíêóðåíòíîãî ðûíî÷íîãî ìåõàíèçìà? Íå
âäàâàÿñü â äåòàëè, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè åãî ìîæíî ìûñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà öåí. Òîãäà ëþáàÿ ðûíî÷íàÿ ñäåëêà îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ýòîé ñèñòåìîé öåí, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ðûíîê êîíêóðåíòíûì
èëè íåò. Åñëè ñðåäè ó÷àñòíèêîâ ðûíêà åñòü òàêèå, êîòîðûå ìîãóò âëèÿòü íà óñòà-
íîâëåíèå öåí, óïðàâëÿÿ ñâîèì ñîáñòâåííûì ïðåäëîæåíèåì èëè ñïðîñîì, òî òàêîé
ðûíîê íå ÿâëÿåòñÿ êîíêóðåíòíûì. Íà êîíêóðåíòíîì æå ðûíêå öåíû äëÿ êàæäîãî
ó÷àñòíèêà íåóïðàâëÿåìû, òàê ÷òî åìó îñòàåòñÿ ïàññèâíî ê íèì ïðèñïîñàáëèâàòüñÿ,
öåëèêîì ïðèíèìàòü è íå ó÷èòûâàòü ñâîþ ïîòåíöèàëüíóþ ñïîñîáíîñòü âëèÿòü íà íèõ.
Îäíàêî, ñèñòåìà öåí ìîæåò áûòü òàêîé, ÷òî èíäèâèäóàëüíûå èíòåðåñû íåñîâìåñòíû
äðóã ñ äðóãîì, áîëåå òîãî, îíè ìîãóò ïðîòèâîðå÷èòü äðóã äðóãó è, ñëåäîâàòåëüíî,
áûòü íå ðåàëèçóåìûìè îäíîâðåìåííî. Òàê âîò, îñíîâíàÿ èäåÿ Âàëüðàñà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ñèñòåìà öåí, ïðè êîòîðîé èíäèâèäóàëüíûå èíòåðåñû
ñòàíîâÿòñÿ ñîâìåñòèìûìè äðóã ñ äðóãîì, à çíà÷èò, ñîâìåñòíî ðåàëèçóåìûìè. Èìåííî
ýòà ñèñòåìà öåí è îáåñïå÷èâàåò ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ è ïðîäóêòîâ, óñòðàíÿÿ êîí-
ôëèêò ìåæäó èíäèâèäóàëüíûìè èíòåðåñàìè. Òàêàÿ ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ
êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîçèöèè Âàëüðàñà âîïðîñ î ðàáîòîñïîñîáíîñòè
äåöåíòðàëèçîâàííîé ýêîíîìèêè ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè êîíêóðåíòíîãî
ðàâíîâåñèÿ. Õîòÿ ñðàçó îòìåòèì, ÷òî êîíêóðåíòíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ è ïðîäóêòîâ
íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì ñïîñîáîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.ê. ýêîíîìèêà äî-
ïóñêàåò è äðóãèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ïóñòü X ⊂ Rn − ìíîæåñòâî âñåõ ìûñëèìûõ íàáîðîâ x = (x1, x2, . . . ,
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xn) ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã (íàïðèìåð, ïðîäóêòîâ), êîòîðûå äîñòóïíû ïîòðåáèòåëþ;
xi − êîëè÷åñòâî i− ãî ïîòðåáèòåëüñêîãî áëàãà â íàáîðå. Â äàëüíåéøåì áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X ñâÿçíî. ×àñòî íàáîð x ∈ X íàçûâàþò ½ìåíþ
ïîòðåáëåíèÿ“. Ñóáúåêòèâíîå ïðåäïî÷òåíèå ïîòðåáèòåëÿ íà ìíîæåñòâå X ôîðìàëè-
çóåòñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå � íà X, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

à) îòíîøåíèå � ðåôëåêñèâíî, ò.å. x � x äëÿ êàæäîãî x ∈ X;

á) îòíîøåíèå � òðàíçèòèâíî, ò.å. åñëè x � y, y � z, òî x � z äëÿ âñåõ
x, y, z ∈ X;

â) äëÿ êàæäîé ïàðû x, y ∈ X ëèáî x � y, ëèáî y � x. Îòíîøåíèå x � y

îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð x íå ìåíåå ïðåäïî÷òèòåëåí, ÷åì íàáîð y.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå � íà X, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì à) � â), íàçûâàåòñÿ
îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã. Ïàðà (X,�)

íàçûâàåòñÿ ïîëåì ïðåäïî÷òåíèé. Íàáîð x ∈ X áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî ïðåäïî÷òè-
òåëüíåå íàáîðà y ∈ X (x � y), åñëè x � y, íî y � x íå èìååò ìåñòà. Åñëè æå
îäíîâðåìåííî x � y è y � x, òî ãîâîðÿò, ÷òî íàáîðû x è y áåçðàçëè÷íû (x ∼ y).

Îòíîøåíèå áåçðàçëè÷èÿ ∼ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê
îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè íà X. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ðàçáèâàåò ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâàX íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè � êëàññû áåçðàçëè÷èÿ. Äâà íàáîðà x è y ýêâèâà-
ëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó. Ïðåäïî÷òåíèÿ
ïîòðåáèòåëÿ îáëàäàþò ñâîåãî ðîäà íåïðåðûâíîñòüþ, ò.å. åñëè x∗ � y∗, òî x � y

ïðè x è y, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ â íåêîòîðîì ñìûñëå ê x∗ è y∗, ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëåíèå 7.1.Îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ � íà X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì,

åñëè ìíîæåñòâî {(x, y) : x � y} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â X2.

Ïóñòü çàäàíî ïîëå ïðåäïî÷òåíèé (X,�) è ìíîæåñòâî M ⊂ X. Ýëåìåíò x ∈

M íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ýëåìåíòîì â Ì, åñëè x � y äëÿ âñåõ
y ∈ M. Åñëè îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ � íåïðåðûâíî, Ì � êîìïàêò, òî â Ì âñåãäà
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ñóùåñòâóåò íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûé ýëåìåíò è ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ â Ì
êîìïàêòíî.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Äëÿ ïîëÿ ïðåäïî÷òåíèé (X,�) íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûé

ýëåìåíò â X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé íàñûùåíèÿ. Åñëè â X íåò òî÷êè íàñûùåíèÿ, òî

èìååò ìåñòî íåíàñûùàåìîñòü.

Íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàòðèâàåìûì ïðèìåðîì ìíîæåñòâà X � ìíîæåñòâà íàáîðîâ
ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò Rn

+. Ñðåäè ýêîíîìèñòîâ
ðàñïðîñòðàíåíî óáåæäåíèå, ÷òî ÷àñòî ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó îòíîøåíèåì
≥ � îòíîøåíèåì ïîëóóïîðÿäî÷åííîñòè â Rn è îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ� .Ïðè÷åì
îòíîøåíèþ ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà > ñîîòâåòñòâóåò ñòðîãîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ
� . Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëÿ íà ñàìîì äåëå õîðîøî ñ ýòèì ñîãëàñó-
åòñÿ, íî, êàê ïðàâèëî, â îïðåäåëåííûõ ðàìêàõ. Íàïðèìåð, åñëè äëÿ ëè÷íîãî ïîòðåáëå-
íèÿ êîíêðåòíîìó èíäèâèäó íåîáõîäèì íàáîð x ∈ Rn

+, òî íàáîð λx, ãäå λ äîñòàòî÷íî
âåëèêî, ìîæåò áûòü íå íóæåí. Ñòðóêòóðà ìåíþ ïîòðåáëåíèÿ, çàäàâàåìàÿ âåêòîðîì
x ∈ Rn

+, õîðîøî ñîãëàñîâûâàåò îòíîøåíèÿ ≥ è � ëèøü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x.

7.2 Ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëÿ

Îïèøåì ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëÿ íà ìíîãîïðîäóêòîâîì ðûíêå, ñòåñíåííîãî çàäàí-
íûì îãðàíè÷åííûì áþäæåòîì. Îáëàñòü âûáîðà ìåíþ ïîòðåáëåíèÿ äëÿ êàæäîãî èí-
äèâèäóàëüíîãî ïîòðåáèòåëÿ îãðàíè÷åíà öåíàìè íà ïðîäóêòû è åãî ñîáñòâåííûì äîõî-
äîì. Ïóñòü p ≥ 0 � âåêòîð öåí íà òîâàðû, K ≥ 0 � óðîâåíü äîõîäà. Òîãäà â
ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ � ïîòðåáèòåëü âûáåðåò íàèáîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíûé íàáîð òîâàðîâ x ∈ X ñðåäè âñåõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ:
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p′x ≤ K. (7.1)

Âàæíûé ìîìåíò: öåíû è äîõîä âûñòóïàþò ïî îòíîøåíèþ ê ïîòðåáèòåëþ êàê
çàäàííûå íåóïðàâëÿåìûå âåëè÷èíû, è åìó îñòàåòñÿ ëèøü ïàññèâíî ïðèñïîñàáëèâàòü-
ñÿ ê ñóùåñòâóþùåìó ïîëîæåíèþ, ñòðåìÿñü äîñòè÷ü íàèáîëüøåãî ïðè çàäàííûõ óñëî-
âèÿõ. Âîîáùå ãîâîðÿ, íèîòêóäà íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå x ∈ X òàêîãî, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâî ñîîòíîøåíèå (5.1) è, òåì áîëåå, ñóùåñòâîâàíèå íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîãî íà-
áîðà x ∈ X. Ïîýòîìó êàæäîé ïàðå (p,K), p ≥ 0, K ≥ 0 ìîæíî ñîïîñòàâèòü
ìíîæåñòâî ϕ(p,K) ⊂ X, êîòîðîå ñîñòîèò èç íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà X â ñîîòâåòñòâèè ñ îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ �, óäîâëåòâîðÿþùèõ
áþäæåòíîìó îãðàíè÷åíèþ (5.1). Òàêóþ ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ϕ(p,K) áóäåì íàçû-
âàòü ôóíêöèåé ñïðîñà. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé ϕ(p,K) = ∅ íå èñêëþ÷åí äëÿ íåêòîðûõ
(p,K).

Ïóñòü çàäàíî ïîëå ïðåäïî÷òåíèé (X,�).

Îïðåäåëåíèå 7.3. Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u(x), îïðåäåëåííàÿ íà X, íàçûâà-

åòñÿ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè (èíäèêàòîðîì ïðåäïî÷òåíèé), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈

X u(x) ≥ u(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x � y.

Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè äàåò ÷èñëîâîå ïðåäñòàâëåíèå ïîðÿäêîâîé ñòðóêòóðû ïîëÿ
ïðåäïî÷òåíèé. Î÷åâèäíî, åñëè u(x) � ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, f(t) � ñòðîãî âîçðàñ-
òàþùàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå u(X) � îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè
u(x), òî v(x) = f(u(x)) � òàêæå ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè. Åñëè u(x), v(x) � äâå ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè äëÿ ïîëÿ (X,�), òî ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ f : u(X) → R1

òàêàÿ, ÷òî v(x) = f(u(x)). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ
ïîëåçíîñòè, òî èõ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ýòè èíäèêàòîðû ïðåäïî÷òåíèé
ìîæíî ïîëó÷àòü äðóã èç äðóãà ïðè ïîìîùè ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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×àñòíûé ñëó÷àé òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé � ëèíåéíûå: f(t) = αt+ β, α > 0.

Íå âäàâàÿñü â äåòàëè äèñêóññèè, îòìåòèì, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê èçìåðèìîñòè
ïîëåçíîñòèâ ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè ñóùåñòâóþò äâà íàïðàâëåíèÿ. Ñòîðîííèêè êîëè-
÷åñòâåííîé èçìåðèìîñòè ïîëåçíîñòè íàçûâàþòñÿ êàðäèíàëèñòàìè, ñòîðîííèêè òîëüêî
ëèøü ïîðÿäêîâîé ñòðóêòóðû ïîëÿ ïðåäïî÷òåíèé, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî âîçðàñ-
òàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé è îòðèöàþùèõ ñàìó âîçìîæíîñòü ÷èñëîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ïîëåçíîñòåé, íàçûâàþòñÿ îðäèíàëèñòàìè. Ïîëå ïðåäïî÷òåíèé íå âñåãäà äîïóñêàåò
÷èñëîâîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìîé
íàìè ñèòóàöèè, êîãäà X ⊂ Rn, X � ñâÿçíî, îòíîøåíèå � íåïðåðûâíî, ôóíêöèÿ
ïîëåçíîñòè ñóùåñòâóåò.

7.3 Ìîäåëü Âàëüðàñà

Îïèøåì ñèñòåìó Âàëüðàñà. Ïóñòü ýêîíîìèêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ l ïîòðåáèòåëåé, m
ïðîèçâîäèòåëåé, n òèïîâ òîâàðîâ. Êàæäûé ïîòðåáèòåëü i èìååò ïîëå ïðåäïî÷òåíèé
(Xi,�i),

Xi ⊂ Rn, îáëàäàåò íåêîòîðîé íà÷àëüíîé ñîáñòâåííîñòüþ bi = (bi1, b
i
2,

. . . , bin) ∈ Rn, ãäå bij � êîëè÷åñòâî j −ãî ïðîäóêòà ó ïîòðåáèòåëÿ i. Êàæäûé
ïðîèçâîäèòåëü k ðàñïîëàãàåò ïðîèçâîäñòâåííî�òåõíîëîãè÷åñêèì ìíîæåñòâîì Yk ⊂

Rn.

Yk = {(y − x) ∈ Rn, y ∈ Fk(x)},

ãäå x � çàòðàòû ïðîäóêöèè, y − âûïóñê ïðîäóêöèè, Fk(x) � ïðîèçâîäñòâåííûé
ïðîöåññ. Îñíîâíîé ôóíêöèåé ýêîíîìèêè ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîãî ïðîèç-
âîäñòâà ïî îòäåëüíûì ïðîèçâîäèòåëÿì è ðàñïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåííûõ ïðîäóêòîâ
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ñðåäè ïîòðåáèòåëåé. Ðàñïðåäåëåíèå ïðîèçâîäñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîðîì yk ∈ Yk.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ: y =
m∑

k=1

yk − ñîâîêóïíûé ïðîèçâîäñòâåííûé
ïðîöåññ; Y =

m∑
k=1

Yk − ñîâîêóïíîå òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî; b =
l∑

i=1

bi − ñîâîêóïíàÿ
íà÷àëüíàÿ ñîáñòâåííîñòü; 	+Y − ìíîæåñòâî ñîâîêóïíîãî ïðåäëîæåíèÿ; x =

l∑
i=1

xi −

âåêòîð ñîâîêóïíîãî ñïðîñà; X =
l∑

i=1

Xi − ìíîæåñòâî ñîâîêóïíîãî ñïðîñà. Âåêòîð
(x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym) ∈ Rl+m, ãäå xi ∈ Xi, i = 1, l, yk ∈ Yk, k = 1,m òàêîé,
÷òî

l∑
i=1

xi = b+
m∑

k=1

yk, (7.2)

íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ. Ïîä÷åðêíåì,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå èìåííî ñîâìåñòíîå, ò.ê. ðàñïðåäåëåíèå ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ
ñàìèõ ïî ñåáå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîñóùåñòâèìûì. Ôàêòè÷åñêè ñóùåñòâóåò âåñüìà
ìíîãî òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Â öåíòðàëèçîâàííîé ýêîíîìèêå òàêîå ðàñïðåäåëåíèå
ìîæåò îñóùåñòâëÿòü ïëàíèðóþùèé îðãàí, óùåìëÿÿ ÷üè�òî èíòåðåñû. Â ýêîíîìèêå ñ
½ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèåé“ ðàñïðåäåëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìèðîâà-
íèÿ ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû öåí. Õîòÿ â îïèñàííîé ìîäåëè ïðîèçâîäèòåëè è ïîòðåáè-
òåëè ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, ýòî íå èñêëþ÷àåò òîãî, ÷òî îäèí è òîò æå ó÷àñòíèê
ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîòðåáèòåëåì i0 è ïðîèçâîäèòåëåì j0. Îäíàêî, îí áóäåò ñåáÿ
âåñòè êàê ïðîèçâîäèòåëü ïðè ôîðìèðîâàíèè ïëàíà ïðîèçâîäñòâà è êàê ïîòðåáèòåëü
ïðè âûáîðå ìåíþ ïîòðåáëåíèÿ.

Åñëè Y = {0}, òî ïðîèçâîäñòâî îòñóòñòâóåò. Åäèíñòâåííî âîçìîæíûé ïðîèçâîäñò-
âåííûé ïðîöåññ � áåçäåéñòâèå. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (5.2) ïðèíèìàåò âèä:

l∑
i=1

xi = b.
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Ýòà ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ýêîíîìèêîé ÷èñòîãî îáìåíà. Ðàñïðåäåëåíèå â òàêîé
ýêîíîìèêå åñòü ðàñïðåäåëåíèå ôèêñèðîâàííûõ êîëè÷åñòâ ïðîäóêòîâ, ñ ñàìîãî íà÷àëà
íàõîäÿùèõñÿ â ñîáñòâåííîñòè ïîòðåáèòåëåé. Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îïðåäåëåíèþ
êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ è èccëåäîâàíèþ åãî ñâîéñòâ, âåðíåìñÿ ê çàìå÷àíèþ, ñäåëàí-
íîìó â ââîäíîé ÷àñòè äàííîãî ïîñîáèÿ. Òàì îòìå÷àëîñü, ÷òî íåðàçâèòîñòü â 70�õ
ãîäàõ XIX âåêà íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè íå ïîçâîëÿëà ñòðîãî îáîñíîâàòü
ìîäåëü Âàëüðàñà. ×òî æå ýòî çà ðàçäåëû? Èìè îêàçàëèñü ðÿä íàïðàâëåíèé òîïîëîãèè
è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, èçó÷àþùèõ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê
ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíèé. Âïåðâûå ðåçóëüòàòû ïîäîáíîãî òèïà, êîòîðûå â ïðèíöèïå
ìîãëè áû îáîñíîâàòü õîòÿ áû ÷àñòíûé âàðèàíò âàëüðàñîâñêèõ êîíñòðóêöèé, áûëè
ïîëó÷åíû â íà÷àëå XX âåêà � ýòî èçâåñòíûå òåîðåìû Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.
Â 20�å, 30�å ãîäû ïðîèñõîäèëî èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ýòèõ íàïðàâëåíèé, ñâÿçàííîå
â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ òàêèìè èìåíàìè êàê Øàóäåð, ôîí Íåéìàí è, íàêîíåö, â 1941
ãîäó áûëà ïîëó÷åíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà â êîíå÷íîì èòîãå
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Âàëüðàñà � ýòî òåîðåìà
Êàêóòàíè î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïåðâîå
æå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Âàëüðàñó áûëî ïðîâåäåíî â 1954
ãîäó Ýððîó è Äåáðå. Â äàëüíåéøåì óñèëèÿìè Ãåéëà, Íèêàéäî, Óäçàâû, Ìàêêåíçè,
Øåïëè, Øóáèêà òåõ æå Ýððîó, Äåáðå áûë ïðîëîæåí ïóòü ê äàëüíåéøèì óñîâåð-
øåíñòâîâàíèÿì è îáîáùåíèÿì. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé âàðèàíò ñèñòåìû Âàëüðàñà �
ìîäåëü Ýððîó�Äåáðå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîäåëü Ýððîó�Äåáðå äîñòàòî÷íî îáùàÿ è
ñîõðàíÿåò ïðèíöèïèàëüíûå ìîìåíòû ìîäåëè Âàëüðàñà. Ñ äðóãîé � ïîçâîëÿåò ñðàâíè-
òåëüíî ïðîñòî ïîêàçàòü âíóòðåííèé ìåõàíèçì, ëåæàùèé â îñíîâå êîíêóðåíòíîãî
ðàâíîâåñèÿ.
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7.4 Êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå íóæíî ê óñëîâèÿì, îïðåäåëÿþùèì ïîòðåáè-
òåëÿ è ïðîèçâîäèòåëÿ â îñíîâíîé ìîäåëè Âàëüðàñà, äîáàâèòü îãðàíè÷åíèÿ:

1) ìíîæåñòâà Xi ⊂ Rn, i = 1, l ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè è çàìêíóòûìè;
2) äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2, . . . , l} ñóùåñòâóåò âåêòîð ci ∈ Rn òàêîé, ÷òî xi ≥ ci

äëÿ xi ∈ Xi;

3) êàæäîå ïîëå ïðåäïî÷òåíèé (Xi,�i) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: åñëè x �i y äëÿ
x, y ∈ Xi, òî αx+ βy �i y, α > 0, β > 0, α + β = 1;

4) êàæäîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ �i íåïðåðûâíî;
5) 0 ∈ Yk, k = 1,m;

6) ñîâîêóïíîå òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y âûïóêëî è çàìêíóòî;
7) Y ∩Rn

+ = {0} � íåîñóùåñòâèìîñòü ½ðîãà èçîáèëèÿ“;
8) Y ∩ (−Y ) = {0} � íåîáðàòèìîñòü ñîâîêóïíûõ ïðîöåññîâ;
9) çàäàíû lm êîíñòàíò αik ≥ 0, i = 1, l, k = 1,m, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

l∑
i=1

αik = 1, k = 1,m.

Ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë íåêîòîðûõ èç ýòèõ óñëîâèé óæå îáñóæäàëñÿ. Ñäåëàåì íå-
ñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ çàìå÷àíèé. Óñëîâèå 2) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óêàçàíèå
ìèíèìàëüíîãî óðîâíÿ ïîòðåáëåíèÿ, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïîääåðæàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ,
à òàêæå êàê îãðàíè÷åííîñòü âîçìîæíîñòåé ïîòðåáèòåëÿ ïîñòàâëÿòü âîâíå ñâîè ïðîèçâîäñòâåííûå
óñëóãè. ×èñëà αik îáîçíà÷àþò îòíîñèòåëüíóþ äîëþ ó÷àñòèÿ ïîòðåáèòåëÿ i â
ïðèáûëè ïðîèçâîäèòåëÿ k. Òîãäà óñëîâèå 9) îçíà÷àåò, ÷òî ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ
k ðàñïðåäåëÿåòñÿ áåç îñòàòêà ìåæäó ïîòðåáèòåëÿìè�ïàéùèêàìè.
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Îïðåäåëåíèå 7.4. Íàáîð ( x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm, p̂), ãäå x̂i ∈ X i, i =

1, l, ŷk ∈ Yk, k = 1,m, p̂ ∈ Rn
+ íàçûâàåòñÿ êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì, åñëè

âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

à) p̂′ŷk = max
y

∈ Ykp̂
′y � ìàêñèìóì ïðèáûëè ïðîèçâîäèòåëÿ ïðè äàííûõ öåíàõ

p̂;

á) x̂i �i x äëÿ êàæäîãî x ∈ Xi, óäîâëåòâîðÿþùåãî áþäæåòíîìó îãðàíè÷åíèþ

p̂′x ≤ p̂′bi +
m∑

k=1

αikp̂
′ŷk;

â)
l∑

i=1

x̂i ≤
l∑

i=1

bi +
m∑

k=1

ŷk � áàëàíñ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, ïðè÷åì, åñëè p̂j > 0,

òî â j−îé êîìïîíåíòå ýòîãî âåêòîðíîãî íåðàâåíñòâà ñòîèò çíàê ðàâåíñòâà.

Âåêòîð p̂ ∈ Rn
+ â îïðåäåëåíèè 7.4 íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ðàâíîâåñíûõ öåí. Îáñóäèì

îïðåäåëåíèå 7.4. Óñëîâèå à) îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü ìàêñèìèçèðóåò
ñâîþ ïðèáûëü èñêëþ÷èòåëüíî çà ñ÷åò âûáîðà âåêòîðà çàòðàò�âûïóñêîâ, íàõîäÿùåãîñÿ
â åãî ñîáñòâåííîì ðàñïîðÿæåíèè, ïðèíèìàÿ âåêòîð öåí êàê çàäàííûé íàáîð íåóïðàâ-
ëÿåìûõ âåëè÷èí. Óñëîâèå á) îçíà÷àåò, ÷òî ïîòðåáèòåëü îñóùåñòâëÿåò âûáîð íàèáîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíûõ ìåíþ ïîòðåáëåíèÿ èç ÷èñëà âàðèàíòîâ, ñîãëàñóþùèõñÿ ñ åãî áþä-
æåòîì è çàäàííûìè öåíàìè. Èç óñëîâèÿ â) ñëåäóåò, ÷òî ñîâîêóïíûé ñïðîñ íà êàæäûé
òîâàð íå äîëæåí ïðåâûøàòü åãî ñîâîêóïíîãî ïðåäëîæåíèÿ. Åñëè æå öåíà íåêîòîðîãî
òîâàðà ïîëîæèòåëüíà, òî ñîâîêóïíûé ñïðîñ è ñîâîêóïíîå ïðåäëîæåíèå äîëæíû â
òî÷íîñòè ñîâïàäàòü, ò.å. åñëè âñå p̂j > 0, j = 1, n òî óñëîâèå â) ïðåäïîëàãàåò òî÷íîå
ðàâåíñòâî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ äëÿ êàæäîãî òîâàðà. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j p̂j = 0 ,
òî j−ûé òîâàð íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì. Ïîñòðîèì ôóíêöèè ñîâîêóïíîãî ñïðîñà è
ïðåäëîæåíèÿ è ñâåäåì îïèñàíèå êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå
ê îïèñàíèþ ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè â òåðìèíàõ ýòèõ ôóíêöèé. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â
ïîñòðîåíèè ôóíêöèé ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â äîïóùåíèè íåîãðàíè÷åí-
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íîñòè ìíîæåñòâ Xi, Yk, ò.å. íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûå ìåíþ ïîòðåáëåíèÿ è íàè-
áîëåå ïðèáûëüíûå òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü. Ñóçèì îáëàñòè
âûáîðà äëÿ ïîòðåáèòåëåé è ïðîèçâîäèòåëåé äî îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé. Ïîëîæèì

X̃i = {xi ∈ Xi} : (b+ Y −
∑
s 6=i

Xs − xi)
⋂
Rn

+ 6= ∅ i = 1, l,

Ỹk = {yk ∈ Y k} : (b+ yk +
∑
t6=k

Yt −X)
⋂
Rn

+ 6= ∅ k = 1,m.

Ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ìíîæåñòâ X̃i, Ỹk ñëåäóåò èç èõ îïðåäåëåíèÿ. Î÷åâèäíî,
÷òî X̃i, Ỹk, i = 1, l, k = 1,m åñòü âûïóêëûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâ
Xi, Yk, ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà X̃i, Ỹk îãðàíè÷åíû è åñëè
íàáîð (x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm, p̂) � êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå, òî x̂i ∈ X̃i, ŷk ∈

Ỹk, i = 1, l, k = 1,m. Âûáåðåì òåïåðü äîñòàòî÷íî áîëüøîé êóá E ⊂ Rn òàêîé, ÷òî
0, bi ∈ E; X̃i, Ỹk ⊂ int E , i = 1, l, k = 1,m, ãäå int E � âíóòðåííîñòü êóáà Å.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ

ψk(p) = arg max
y∈Yk∩E

p′y = {yk ∈ Yk : p′yk = max
y∈Yk∩E

p′y}

� ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ ïðîèçâîäèòåëÿ k.
πk(p) = max

y∈Yk∩E
p′y � ôóíêöèÿ ïðèáûëè ïðîèçâîäèòåëÿ k;

ϕi(p) = {xi ∈ Xi : xi �i x} äëÿ âñåõ x ∈ Xi∩E òàêèõ, ÷òî p′x ≤ p′bi+
∑m

k=1 αikπk(p)

� ôóíêöèÿ ñïðîñà ïîòðåáèòåëÿ i. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè ψk(p), ϕi(p) ìíîãîçíà÷íû è
èõ çíà÷åíèÿ åñòü âûïóêëûå êîìïàêòû. Ôóíêöèÿ πk(p) îäíîçíà÷íà, ïðè÷åì πk(p) ≥ 0

ïðè âñåõ p ∈ Rn
+, ò.ê. 0 ∈ Yk. Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèè ñîâîêóïíîãî ñïðîñà

ϕ(p), ïðåäëîæåíèÿ ψ(p) è ñîâîêóïíîãî èçáûòî÷íîãî ïðåäëîæåíèÿ χ(p) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ψ(p) = b+
m∑

k=1

ψk(p),
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ϕ(p) =
l∑

i=1

ϕi(p),

χ(p) = ψ(p)− ϕ(p).

Îáðàçû ýòèõ ôóíêöèé åñòü íåïóñòûå âûïóêëûå êîìïàêòû â Rn. Ôóíêöèè ψ(p), ϕ(p)

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé âàæíûì ñîîòíîøåíèåì, èçâåñòíûì êàê çàêîí Âàëüðàñà. À
èìåííî, äëÿ âñåõ p ∈ Rn

+

p′x ≤ p′y, x ∈ ϕ(p), y ∈ ψ(p). (7.3)

Èëè, â òåðìèíàõ ôóíêöèè èçáûòî÷íîãî ïðåäëîæåíèÿ,

p′u ≥ 0, u ∈ χ(p) (7.4)

Ñîîòíîøåíèå (5.3)(èëè (5.4)) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Âàëüðàñà â øèðîêîì ñìûñëå.
Åñëè ñîîòíîøåíèå (5.3) (èëè (5.4)) òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ò.å.

p′x = p′y, x ∈ ϕ(p), y ∈ ψ(p), (7.5)

èëè

p′u = 0, u ∈ λ(p), (7.6)

òî òîæäåñòâî (7.5) (èëè (7.6)) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Âàëüðàñà â óçêîì ñìûñëå. Çàêîí
Âàëüðàñà â øèðîêîì ñìûñëå óòâåðæäàåò, ÷òî åäèíñòâåííûì èñòî÷íèêîì ýôôåêòèâ-
íîãî ñïðîñà ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåííûé äîõîä. Çàêîí Âàëüðàñà â óçêîì ñìûñëå ñâåðõ
òîãî óòâåðæäàåò, ÷òî öèêë, ïî êîòîðîìó öèðêóëèðóþò äîõîäû, çàìêíóò. Ýòî, îäíàêî,
íå ïðåäïîëàãàåò ñîâïàäåíèÿ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ïî îòäåëüíûì òîâàðàì. Âûïîë-
íåíèå çàêîíîâ Âàëüðàñà èìååò ðåøàþùåå çíà÷åíèå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíêóðåíòíîãî
ðàâíîâåñèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 7.5. Òðîéêà (x̂, ŷ, p̂) = (
l∑

i=1

x̂i, b+
m∑

k=1

ŷk, p̂), p ∈ Rn
+, íàçûâàåòñÿ

ðàâíîâåñèåì (ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì) äëÿ ôóíêöèé ñîâîêóïíîãî ñïðîñà ϕ(p) è ïðåäëî-

æåíèÿ ψ(p) , åñëè

x̂ ∈ ϕ(p̂), ŷ ∈ ψ(p̂), ŷ ≤ x̂.

Âåêòîð p̂ ∈ Rn
+ íàçûâàþò ðàâíîâåñíûì âåêòîðîì öåí äëÿ ôóíêöèé ñîâîêóïíîãî

ñïðîñà ϕ(p) è ïðåäëîæåíèÿ ψ(p). Ñâÿçü êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ è ðàâíîâåñíîãî
ðåøåíèÿ âûÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà 7.1. 1) Åñëè íàáîð (x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm, p̂), ãäå x̂i ∈ Xi, ŷ
k ∈

Yk, p̂ ≥ 0 åñòü êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå â ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå, òî

x̂i ∈ ϕi(p̂), i = 1, l, ŷi ∈ ψk(p̂), k = 1,m, (7.7)

à òðîéêà (x̂, ŷ, p̂), ãäå

x̂ =
l∑

i=1

x̂i, ŷ = b+
m∑

k=1

ŷk (7.8)

äàåò ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèé ñîâîêóïíîãî ñïðîñà ϕ(p) è ïðåäëîæåíèÿ

ψ(p).

2) Åñëè òðîéêà (x̂, ŷ, p̂) åñòü ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèé ϕ(p), ψ(p), òî

êàæäûé íàáîð âåêòîðîâ (x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm, p̂), ïîëó÷àåìûé ïðè ðàçëîæåíèè

(7.7), (7.8) äàåò êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå â ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå.

Òåîðåìà 7.1 ñâîäèò çàäà÷ó î ñîñòîÿíèÿõ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ê çàäà÷å î
ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèÿõ äëÿ ôóíêöèé ñîâîêóïíîãî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. Ñôîðìóëè-
ðóåì òåïåðü îäíó èçâåñòíóþ òåîðåìó, èãðàþùóþ êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå
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ñóùåñòâîâàíèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Îáîçíà÷èì Pn = {p ∈ Rn
+ :

n∑
j=1

pj = 1}−

ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ, 2Γ− ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Γ.

Òåîðåìà 7.2 (Ãåéë, Íèêàéäî, Äåáðå). Ïóñòü Γ ⊂ Rn − âûïóêëûé êîìïàêò.

Ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ χ : Pn → 2Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) χ(·) − ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ; ìíîæåñòâî χ(p) âûïóêëî è íåïóñòî;

2) âûïîëíÿåòñÿ çàêîí Âàëüðàñà â øèðîêîì ñìûñëå, ò.å. p′u ≥ 0 ïðè u ∈ χ(p).

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð p̂ ∈ Pn òàêîé, ÷òî

χ(p̂) ∩Rn
+ 6= ∅.

Óïîìÿíóòàÿ âûøå òåîðåìà Êàêóòàíè î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè ìíîãî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.2. Ïðè÷åì åå
ïðèìåíåíèå âûçâàíî íå òåõíè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, à ñâÿçàíî ñ ñàìèì ñóùåñòâîì
äåëà. Íå îñòàíàâëèâàÿñü ïîäðîáíî íà ïðîöåññå ïîèñêà ðàâíîâåñíûõ öåí p̂ ≥ 0,

îïèøåì, êàê ñàì Âàëüðàñ ïðåäñòàâëÿë ýòó ïðîöåäóðó. Íåêèé ½àóêöèîíåð“ ïðîâîçãëà-
øàåò öåíû íà âñå ïðîäóêòû. Êàæäûé ó÷àñòíèê ðûíêà, èñõîäÿ èç ýòèõ öåí, îáúÿâëÿåò
â îòâåò âåëè÷èíó ñâîåãî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ïî êàæäîìó ïðîäóêòó. Åñëè â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåòñÿ áàëàíñ ñîâîêóïíîãî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, òî äàííûå öåíû óäîâ-
ëåòâîðÿþò ðûíîê è ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè. Åñëè æå íåò, òî ½àóêöèîíåð“, îðèåíòè-
ðóÿñü íà ýòè öåíû è îòâå÷àþùèå èì ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå, ïðîâîçãëàøàåò íîâûå öåíû,
â îòâåò íà êîòîðûå ó÷àñòíèêè ðûíêà ñíîâà îáúÿâëÿþò ñâîé ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå è
ò.ä. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íàêîíåö íå óñòàíîâÿòñÿ ðàâíîâåñíûå
öåíû. Âàëüðàñ íàçûâàë ýòîò ïðîöåññ ïðîá è îøèáîê ½íàùóïûâàíèåì“ (tâtonnement).

Ñàìà æå òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ âûãëÿäèò òàê.
Òåîðåìà 7.3 (Ýððîó, Äåáðå). Åñëè êàæäûé ïîòðåáèòåëü i îáëàäàåò ïîëîæè-
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òåëüíîé íà÷àëüíîé ñîáñòâåííîñòüþ bi â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð

ci ∈ Xi òàêîé, ÷òî bi > ci, i = 1, l, è åñëè íè äëÿ îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ íå

ñóùåñòâóåò òî÷êè íàñûùåíèÿ, òî â ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå ñóùåñòâóåò êîíêóðåíòíîå

ðàâíîâåñèå.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 7.3 íè÷åãî íå óòâåðæäàåò î åäèíñòâåííîñòè êîíêóðåíòíîãî
ðàâíîâåñèÿ. Â ñàìîì íà÷àëå äàííîãî ðàçäåëà ãîâîðèëîñü, ÷òî êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå
� ýòî íå åäèíñòâåííîå ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå Âàëüðàñà. Êàêèå äðóãèå ìîóò
áûòü?

7.5 Îïòèìóì Ïàðåòî

Òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþò åùå äâà � ðàâíîâåñèå â ñìûñëå Ïàðåòî è ðàâíîâåñèå
â ñìûñëå ÿäðà ýêîíîìèêè. Ñòîðîííèêè ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè áëàãîñîñòîÿíèÿ ïðè
âûáîðå êðèòåðèÿ äëÿ îöåíêè ðàñïðåäåëåíèé îáðàùàþòñÿ ê ïîíÿòèþ îïòèìàëüíîñòè
ïî Ïàðåòî. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ áóäåò äàíî íèæå, à ñåé÷àñ âêðàòöå
îáñóäèì îäèí èç ïðèíöèïèàëüíûõ âêëàäîâ Ïàðåòî â ýêîíîìè÷åñêóþ òåîðèþ. Áîëåå
ðàííèå, äî Ïàðåòî, àâòîðû, ðàáîòàâøèå â ðàìêàõ òåîðèè ïîëåçíîñòè, âñåãäà ðàññìàòðè-
âàëè ½áëàãîñîñòîÿíèå“ êàê ñóììó êîëè÷åñòâåííûõ, ïîääàþùèõñÿ èçìåðåíèþ ïîëåç-
íîñòåé äëÿ âñåõ èíäèâèäîâ îáùåñòâà. Ñîîòâåòñòâåííî, îïòèìàëüíûì ñ÷èòàëîñü òàêîå
ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ, êîòîðîå ìàêñèìèçèðîâàëî áëàãîñîñòîÿíèå â ýòîì ñìûñëå.
Ê êîíöó XIX âåêà áûëî ïðèçíàíî, ÷òî ýòà ½àðèôìåòèêà ñ÷àñòüÿ“ áàçèðóåòñÿ íà
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ëþäè èìåþò èäåíòè÷íûå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè äîõîäà. Â
ýòîì ñëó÷àå, êîíå÷íî, îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ áóäåò äîñòèãíóòî òîëüêî
òîãäà, êîãäà äîõîä ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïîðîâíó. Ïîñòóëàò, ñîãëàñíî êîòîðîìó îáùåå áëàãî-
ñîñòîÿíèå � ýòî ïðîñòî àðèôìåòè÷åñêàÿ ñóììà áëàãîñîñòîÿíèé îòäåëüíûõ ëþäåé,
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îáõîäèò ïðîáëåìó ñðàâíåíèÿ ïîëåçíîñòè äëÿ ðàçíûõ ëþäåé, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâà-
åòñÿ îäèí åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì òàêîå ñðàâíåíèå íå âûçûâàåò òðóäíîñòåé.
Â 1906 ãîäó Ïàðåòî ðåøèòåëüíî îòîøåë îò òðàäèöèîííîé ïðàêòèêè. Îí íå òîëüêî
îòâåðã êîëè÷åñòâåííóþ ïîëåçíîñòü è àääèòèâíóþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè, íî è îãðàíè-
÷èë ñåáÿ ñîîáðàæåíèÿìè, êîòîðûå íèêîèì îáðàçîì íå çàâèñÿò îò êàêèõ�ëèáî ìåæ-
ëè÷íîñòíûõ ñðàâíåíèé. Ðàáîòà Ïàðåòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîäîðàçäåë â èñòîðèè
òåîðèè áëàãîñîñòîÿíèÿ. Îïòèìóì Ïàðåòî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëîæåíèå, â êîòîðîì
íåâîçìîæíî óëó÷øèòü ÷üå�ëèáî áëàãîñîñòîÿíèå ïóòåì òðàíñôîðìàöèè òîâàðîâ è
óñëóã â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà èëè îáìåíà áåç óùåðáà äëÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ êàêîãî�
ëèáî äðóãîãî èíäèâèäà. ×òîáû èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè äåëàòü ìåæëè÷íîñòíûå ñðàâ-
íåíèÿ ïîëåçíîñòè, Ïàðåòî îòêàçàëñÿ îöåíèâàòü âñå äðóãèå èçìåíåíèÿ â áëàãîñîñ-
òîÿíèè. Âñëåäñòâèå ýòîãî â åãî îïðåäåëåíèè îòñóòñòâóåò ïîíÿòèå åäèíñòâåííîãî îáùåñòâåííîãî
îïòèìóìà, è âìåñòî ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íåñîïîñòàâèìûõ ìåæäó
ñîáîé îïòèìóìîâ. Âåðíåìñÿ ê ìîäåëè Ýððîó�Äåáðå. Ïîä ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ áóäåì ïîíèìàòü òî æå ïîíÿòèå, ÷òî è â îáùåé ìîäåëè
Âàëüðàñà, ñ çàìåíîé ðàâåíñòâà (7.2) íà íåðàâåíñòâî

b+
m∑

k=1

yk ≥
l∑

i=1

xi.

Îïðåäåëåíèå 7.6. Áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå

(x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm) ëó÷øèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

(x1, x2, . . . , xl, y1, y2, . . . , ym), åñëè x̂i �i x
i, i = 1, l, x̂i �i x

i äëÿ íåêîòîðîãî i.

Îïðåäåëåíèå 7.7. Ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî Ïàðåòî, åñëè íå

ñóùåñòâóåò ëó÷øåãî ïî ñðàâíåíèþ ñ íèì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 7.4. Åñëè êàæäûé ïîòðåáèòåëü íåíàñûùàåì è íàáîð âåêòîðîâ (x̂1, x̂2, . . . , x̂l,

ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm, p̂) åñòü êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå, òî ðàñïðåäåëåíèå (x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm)
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îïòèìàëüíî ïî Ïàðåòî.

Ïîñêîëüêó òåîðåìà 7.4, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáðàòèìà, òî ðàñïðåäåëåíèÿ, îïòèìàëüíûå
ïî Ïàðåòî, îáðàçóþò áîëåå øèðîêîå ìíîæåñòâî, ÷åì êîíêóðåíòíûå ðàâíîâåñèÿ. ×àñòè÷íûì
æå îáðàùåíèåì òåîðåìû 7.4 ñëóæèò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 7.5 (Äåáðå).Ïóñòü (x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm) − ðàñïðåäåëåíèå, îïòè-

ìàëüíîå ïî Ïàðåòî, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí ïîòðåáèòåëü i íå íàñûùåí íàáîðîì x̂i.

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð öåí p ∈ Rn
+ òàêîé, ÷òî:

1) ŷk ∈ arg max
y∈Yk

p′y, k = 1,m;

2) x̂i ∈ arg min{p′x : x ∈ Xi, x �i x̂
i} i = 1, l.

Ñäåëàåì ëþáîïûòíîå çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 7.5. Ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà óñëîâèé
(ñïåöèôè÷åñêîå óñòðîéñòâî ìîäåëè Âàëüðàñà), èç òåîðåìû 7.5 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
âåêòîð öåí p̂ ∈ Rn

+ òàêîé, ÷òî íàáîð (x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm, p̂) áóäåò ÿâëÿòüñÿ
êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ ó÷àñòèÿ â ïðè-
áûëÿõ αik, à èìåííî, αik = 1

l
è ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïåðåðàñïðåäåëåíèè íà÷àëüíîé

ñîáñòâåííîñòè bi, ò.å. ïîëîæèòü äëÿ êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ íîâóþ íà÷àëüíóþ ñîáñò-
âåííîñòü ñëåäóþùåãî âèäà

b̂i = x̂i − 1

l

m∑
k=1

ŷk, i = 1, l.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîâåäåíèè ýòîé ñâîåîáðàçíîé óðàâíèëîâêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ,
îïòèìàëüíîãî ïî Ïàðåòî, ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíîå ðàâíîâåñèå � êîíêóðåíòíîå.
Îäíàêî ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ðåàëèçî-
âàíû êîíêóðåíòíûì ñïîñîáîì. Âðÿä ëè êàêîé ó÷àñòíèê ýêîíîìèêè äîáðîâîëüíî îòêà-
æåòñÿ îò ÷àñòè ñâîåé äîëè ó÷àñòèÿ â ïðèáûëÿõ è èñòîðè÷åñêè ñëîæèâøåéñÿ íà÷àëü-
íîé ñîáñòâåííîñòè. Èç îïðåäåëåíèé 7.6, 7.7, òåîðåìû 7.4 ñëåäóåò, ÷òî îïòèìóì Ïàðåòî
ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îáùèì ïîíÿòèåì, íå ñîâñåì òî÷íî õàðàêòåðèçóþùèì ïðèðîäó
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êîíêóðåíöèè, ò.ê. äàâíî óêîðåíèëîñü óáåæäåíèå, ÷òî ýêîíîìèêà â ñâîèõ ñóùåñòâåííûõ
÷åðòàõ îñíîâàíà íà êîíêóðåíöèè ìåæäó åå ó÷àñòíèêàìè, ïðåñëåäóþùèìè ñâîè ñîáñò-
âåííûå, âçàèìíî ïðîòèâîðå÷èâûå èíòåðåñû. Ïåðâàÿ ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà
âûïîëíåíà Ýäæâîðòîì â 80�õ ãîäàõ XIX âåêà. Îí ðàññìîòðåë ÷àñòíûé ñëó÷àé �
ñèòóàöèþ ÷èñòîãî îáìåíà ïðè äâóõ ïðîäóêòàõ. Îäíàêî åãî ðåçóëüòàò âî ìíîãîì
ïðîÿñíèë ñóùåñòâî ïðîáëåìû. Â ñåðåäèíå 60�õ ãîäîâ XX âåêà Äåáðå è Ñêàðô ïåðå-
íåñëè ïîíÿòèå ÿäðà èç òåîðèè èãð â ìàòåìàòè÷åñêóþ ýêîíîìèêó è âîñïîëüçîâàëèñü
èì êàê êëþ÷åâûì ïðè âûÿâëåíèè ïðèðîäû êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Àâòîðû ðàç-
âèëè ïîäõîä ê ýêîíîìèêå êàê ê èãðå ìíîãèõ ëèö, ïðè÷åì â ýòîé èãðå íåêîòîðûå èç
ó÷àñòíèêîâ ìîãóò îáðàçîâûâàòü êîàëèöèè, íàïðàâëåííûå ïðîòèâ îñòàëüíûõ ó÷àñò-
íèêîâ, ñ öåëüþ âîñïðåïÿòñòâîâàòü íåæåëàòåëüíîìó äëÿ íèõ ðàñïðåäåëåíèþ. Ïðè
ýòîì ÿäðî ýêîíîìèêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå
íèêîãäà íå áóäóò áëîêèðîâàòüñÿ íèêàêîé êîàëèöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèÿ
èç ÿäðà ìîæíî òðàêòîâàòü êàê òàêèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðûõ íåâîçìîæíû
ýôôåêòèâíûå êîàëèöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, îòñóòñòâóþò ïîáóäèòåëüíûå ïðè÷èíû ê èõ
îáðàçîâàíèþ. Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ.

7.6 ßäðî ýêîíîìèêè

Îïðåäåëåíèå 7.8. Êîàëèöèåé áóäåì íàçûâàòü ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî

S ìíîæåñòâà L = {1, 2, . . . , l} âñåõ ïîòðåáèòåëåé.

Äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîàëèöèè S, T èìåþò â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè òåõíîëîãè÷åñ-
êèå ìíîæåñòâà
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ZS =
∑
i∈S

m∑
k=1

αikYk, ZT =
∑
i∈T

m∑
k=1

αikYk,

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì òî, êàê êîàëèöèè S è T ðàñïîðÿæàþòñÿ ñâîèìè òåõíîëîãè÷åñ-
êèìè ìíîæåñòâàìè ZS, ZT íå çàâèñèò è íå âëèÿåò äðóã íà äðóãà. Òî æå ñàìîå
îòíîñèòñÿ ê íà÷àëüíîé ñîáñòâåííîñòè ÷ëåíîâ êîàëèöèè:

bS =
∑
i∈S

bi, bT =
∑
i∈T

bi.

Ò.å. ïàðû (bS, ZS), (bT , ZT ) ÿâëÿþòñÿ òåìè ñðåäñòâàìè, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ
êîàëèöèè S è T , âñòóïàÿ íà ðûíêå â êîíêóðåíöèþ äðóã ñ äðóãîì è îñòàëüíûìè
ó÷àñòíèêàìè ýêîíîìèêè, ïûòàþòñÿ óëó÷øèòü ñâîå ïîëîæåíèå â òîì ñìûñëå, ÷òî
ïîëîæåíèå êàæäîãî èç ó÷àñòíèêîâ êîàëèöèè áóäåò ëó÷øå (ïî-êðàéíåé ìåðå, íå õóæå),
÷åì èìåþùååñÿ. Ýòî�òî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ê îáðàçîâàíèþ êîàëèöèé. Âûøå áûë
óïîòðåáëåí òåðìèí ½áëîêèðîâàíèå“ ïðè êîììåíòàðèè ïîíÿòèÿ ÿäðà ýêîíîìèêè, êî-
òîðûé ïðèâíåñåí èç òåîðèè àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð. Ðÿä àâòîðîâ ñ÷èòàåò åãî íå ñîâñåì
óäà÷íûì, ïðîòèâîðå÷àùèì èíòóèöèè è ïðèâîäÿùèì ê äåçîðèåíòàöèè, ò.ê.êîàëèöèè
â ýêîíîìèêå ÷àùå âñåãî îáðàçóþòñÿ ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ ñâîåãî ïîëîæåíèÿ, à íå
óõóäøåíèÿ ïîëîæåíèÿ äðóãîé êîàëèöèè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
òåðìèíîì ½óëó÷øåíèå“.

Îïðåäåëåíèå 7.9. Êîàëèöèÿ S ìîæåò óëó÷øèòü ðàñïðåäåëåíèå

(x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm), åñëè ñóùåñòâóåò ïðîöåññ zS ∈ ZS è äëÿ êàæäîãî

ïîòðåáèòåëÿ i ∈ S ñóùåñòâóåò ìåíþ ïîòðåáëåíèÿ x̂i ∈ Xi òàêèå, ÷òî x̂i �i

xi, i ∈ S, x̂i �i x
i äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ S, bS + zS ≥

∑
i∈S

x̂i.

Îïðåäåëåíèå 7.10.ßäðîì ýêîíîìèêè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ðàñïðåäå-

ëåíèé, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü óëó÷øåíû íèêàêîé êîàëèöèåé.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå, îïòèìàëüíîå ïî Ïàðåòî, åñòü íè ÷òî èíîå êàê ðàñïðå-
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äåëåíèå, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíî êîàëèöèåé, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ âñåõ ïîòðå-
áèòåëåé. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå èç ÿäðà îïòèìàëüíî
ïî Ïàðåòî. Îáðàòíîå íåâåðíî.

Òåîðåìà 7.6.Åñëè âñå ïîòðåáèòåëè íåíàñûùàåìû è åñëè

(x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm, p̂), − êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå, òî ðàñïðåäåëåíèå

(x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm), ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó ÿäðîì è êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè îïðåäåëèì ïîíÿòèå ìíîãîêðàòíî ïîâòîðåííîé, ïðîäóáëèðîâàííîé ýêîíî-
ìèêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W èñõîäíóþ ýêîíîìèêó, ðàññìàòðèâàåìóþ â ðàìêàõ ìîäåëè
Ýððîó�Äåáðå.

Ïóñòü r > 0 − öåëîå ÷èñëî, êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå.
Îïðåäåëåíèå 7.11. Áóäåì íàçûâàòü r− êðàòíûì ïîâòîðåíèåì W r ýêîíîìèêè

W ñîñòàâíóþ ýêîíîìè÷åñêóþ ìîäåëü, ñîñòàâëåííóþ èç r ñóáýêîíîìèê W (ν), ν =

1, r, èäåíòè÷íûõ èñõîäíîé ìîäåëè.

ÑîñòàâëÿþùèåW (ν)− ïðîèçâîäèòåëè, ïîòðåáèòåëè, ïîëÿ ïðåäïî÷òåíèé, òåõíîëîã-
è÷åñêèå ìíîæåñòâà, íà÷àëüíàÿ ñîáñòâåííîñòü, êîýôôèöèåíòû ó÷àñòèÿ â ïðèáûëÿõ
îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ èäåíòè÷íûõ èì ñîñòàâëÿþùèõ äðóãèõ ñóáýêîíîìèê
òîëüêî íîìåðîì ν. Òàêèì îáðàçîì, ýêîíîìèêà W r óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì,
÷òî è ýêîíîìèêà W, ò.å.:

1) èìååòñÿ lr ïîòðåáèòåëåé (i, ν), i = 1, l, ν = 1, r;

2) (Xi(ν),�(i,ν)) − ïîëå ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ (i, ν), ãäå

Xi(ν) = Xi, �(i,ν)=�i, i = 1, l, ν = 1, r;

3) bi(ν) = bi − íà÷àëüíàÿ ñîáñòâåííîñòü ïîòðåáèòåëÿ (i, ν), i = 1, l, ν = 1, r;

4) èìååòñÿ mr ïðîèçâîäèòåëåé (k, ν), k = 1,m, ν = 1, r;
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5) Yk(ν) = Yk − òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîäèòåëÿ (k, ν), k = 1,m, ν =

1, r;

6) çàäàíû lmr2 êîíñòàíò � êîýôôèöèåíòîâ îòíîñèòåëüíîãî ó÷àñòèÿ ïîòðåáèòåëÿ
(i, µ) â ïðèáûëè ïðîèçâîäèòåëÿ (k, ν),

αiµkν =


0, µ 6= ν,

αik, µ = ν, i = 1, l, k = 1,m, µ, ν = 1, r.

Ýêîíîìèêà W r âêëþ÷àåò â ñåáÿ r îäíîðîäíûõ ïîòðåáèòåëåé êàæäîãî òèïà i, i =

1, l è r îäíîðîäíûõ ïðîèçâîäèòåëåé êàæäîãî òèïà k, k = 1,m. Îäíàêî ïðàâî
ðàñïîðÿæàòüñÿ íà÷àëüíîé ñîáñòâåííîñòüþ ó ïîòðåáèòåëÿ (i, ν) è ïðîèçâîäñòâåííûìè
âîçìîæíîñòÿìè ó ïðîèçâîäèòåëÿ (k, ν) äåéñòâóåò ëèøü âíóòðè ñóáýêîíîìèêè ν è
íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ çà åå ïðåäåëû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cor( W ), Cor( W r) ÿäðî
ýêîíîìèê W è W r, ñîîòâåòñòâåííî.

Èç òåîðåìû 7.6 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 7.7. Ïóñòü âñå ïîòðåáèòåëè â W íåíàñûùàåìû, r <∞. Òîãäà êàæ-

äîå êîíêóðåíòíîå ðàñïðåäåëåíèå â W r, ïîðîæäàåìîå êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì â

W r, íàõîäèòñÿ â Cor( W r).

Ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì â W r íàçûâàåòñÿ íàáîð
{(x1(ν), x2(ν), . . . , xl(ν), y1(ν), y2(ν), . . . , ym(ν), }r

ν=1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

xi(ν) ∈ Xi, i = 1, l, ν = 1, r,

yk(ν) ∈ Yk, k = 1,m, ν = 1, r

r
l∑

i=1

bi +
m∑

k=1

r∑
ν=1

yk(ν) ≥
l∑

i=1

r∑
ν=1

xi(ν).

Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé â W, ñîñòîÿùàÿ èç r ÷ëåíîâ,
ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì â W r. Åñëè, ê òîìó æå, âñå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå â W r íàçûâàåòñÿ r−êðàòíûì ïîâòîðå-
íèåì èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â W.

Òåîðåìà 7.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) êàæäûé ïîòðåáèòåëü i â ýêîíîìèêå W íåíàñûùàåì;

2) â ìíîæåñòâå Xi ñóùåñòâóåò íàáîð ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã ci, â òåõíîëîãè-

÷åñêîì ìíîæåñòâå
∑m

k=1 αikYk ïîòðåáèòåëÿ i ñóùåñòâóåò ïðîöåññ ωi òàêîé, ÷òî

bi + ωi > ci, i = 1, l;

3) {x̂1(ν), x̂2(ν), . . . , x̂l(ν), ŷ1(ν), ŷ2(ν), . . . , ŷm(ν)}∞ν=1 − ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðå-

äåëåíèé â E òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî r > 0 íà÷àëüíûé îòðåçîê ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x̂1(ν), x̂2(ν), . . . , x̂l(ν), ŷ1(ν), ŷ2(ν), . . . , ŷm(ν)}r
ν=1 ëåæèò â

Cor( W r). Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð öåí p̂ ∈ Rn
+ òàêîé, ÷òî âñå íàáîðû (x̂1(ν), x̂2(ν),

. . . , x̂l(ν), ŷ1(ν), ŷ2(ν), . . . , ŷm(ν), p̂) ÿâëÿþòñÿ êîíêóðåíòíûìè ðàâíîâåñèÿìè â W.

Èç òåîðåì 7.7, 7.8 ñëåäóåò èíòåðåñíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ.
Òåîðåìà 7.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)�2) òåîðåìû 7.8. Òîãäà äëÿ òîãî,

÷òîáû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm) â ýêîíîìèêå W ñóùåñòâîâàë

âåêòîð öåí p̂ ∈ Rn
+, ïðè êîòîðîì íàáîð (x̂1, x̂2, . . . , x̂l, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm, p̂) åñòü êîíêó-

ðåíòíîå ðàâíîâåñèå â W íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî r =

1, 2, . . . r−êðàòíîå ïîâòîðåíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèëîñü â Cor( W r).

Îáñóäèì. Cor( W r) ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ è íåêîíêóðåíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ;
îäíàêî ïî ìåðå ðîñòà r êàæäûé èíäèâèäóàëüíûé ó÷àñòíèê ñòàíîâèòñÿ â W r âñå áîëåå
è áîëåå íåçíà÷èòåëüíûì è âñå íîâûå è íîâûå íåêîíêóðåíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ áóäóò
óñòðàíÿòüñÿ èç Cor( W r), ïîêà â ïðåäåëå òàì íå îñòàíóòñÿ òîëüêî êîíêóðåíòíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé âûøå ïîäõîä ê ÿäðó
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ýêîíîìèêè (âïðî÷åì, íå òîëüêî ê ÿäðó, íî è êî âñåé ìîäåëè Âàëüðàñà) íå ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ óñèëèÿìè â ïåðâóþ î÷åðåäü Àóìàíà, Øåïëè, Ãèëüäåí-
áðàíäà ïîëó÷èë ðàçâèòèå äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ýêîíîìèêè â
âèäå íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íåàòîìè÷åñêîé ìåðîé íà íåì. Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîíèìàþòñÿ êàê îòîáðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, ýòîò ïîäõîä èñïîëüçóåò ½áîëåå ñåðüåçíóþ“ ìàòåìàòèêó, èçëîæåíèå âåäåòñÿ
íà ÿçûêå òåîðèè ìåðû è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñ äðóãîé � ìíîãèå ðåçóëüòàòû
ïîëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, áåç èçëèøíèõ èçîáðåòàòåëüñêèõ óõèùðåíèé, òèïà äóá-
ëèðîâàíèÿ èñõîäíîé ýêîíîìèêè. Ýòîò ïîäõîä èìååò è ýêîíîìè÷åñêîå îáîñíîâàíèå.
Íàïðèìåð, âûøå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî öåíû ïî îòíîøåíèþ ê ó÷àñòíèêàì ýêîíîìèêè
âûñòóïàþò â êà÷åñòâå íåóïðàâëÿåìûõ âåëè÷èí, ê êîòîðûì íåîáõîäèìî ïàññèâíî ïðè-
ñïîñàáëèâàòüñÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ, êîãäà ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ ýêîíîìèêè êîíå÷íî, ýòî
ìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå ñèëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ, ò.ê., â ïðèíöèïå, âîçìîæíîñòü
êàæäîãî ó÷àñòíèêà âëèÿòü íà öåíû îòëè÷íà îò íóëÿ. Â ñëó÷àå æå ìîäåëèðîâàíèÿ
ýêîíîìèêè â âèäå ïðîñòðàíñòâà ñ íåàòîìè÷åñêîé ìåðîé âñå åñòåñòâåííî � ìåðà òî÷êè
ðàâíà íóëþ è ò.ä. Ïîäîáíûé ïîäõîä ê ÿäðó ýêîíîìèêè ÷àñòî íàçûâàþò íåïðåðûâíûì
â îòëè÷èå îò èçëîæåííîãî âûøå � àñèìïòîòè÷åñêîãî.
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